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Abstract

We present an introduction to metamaterials, some of their optical prop-
erties, and examples of their uses. We develop an efficient theory for the
calculation of the macroscopic permittivity of binary systems and systems
with more components, in the non-retarded case and in the general case, and
we present its implementation in a computational package and illustrate its
use. We discuss some applications regarding the design of optimized nanos-
tructured optical devices and we discuss the linear and non-linear properties
obtained.

Resumen

Presentamos una introduccién a los metamateriales, algunas de sus pro-
piedades opticas y ejemplos de sus usos. Desarrollamos una teoria eficiente
para el céalculo de su permitividad macroscopica en sistemas binarios o con
mas componentes, en el caso no retardado y en el caso general, y presenta-
mos su implementacién en un paquete computacional y su uso. Finalizamos
discutiendo algunas aplicaciones del mismo para el diseno de dispositivos 6pti-
cos nanoestructurados optimizados y discutimos las propiedades lineales y no
lineales obtenidas.

1 Introduccion

Un metamaterial es un material artificial formado por dos o mas materiales alterna-
dos. Los metamateriales se pueden definir como un arreglo de elementos estructura-
les artificiales, disenados para alcanzar propiedades electromagnéticas ventajosas e
inusuales|1], de acuerdo al Virtual Institute for Artificial Electromagnetic Materials
and Meta-Materials. Dichas propiedades estan determinadas por sus constituyentes
bésicos, a los que se denomina ocasionalmente como meta-dtomos, los cuales son
objetos hechos de materiales usuales, asi como por su forma y disposiciéon, y pue-
den ser muy distintas a las de los materiales que los conforman, llegando a a ser
muy exoéticas. Pueden ser disenadas y entonadas escogiendo las formas, estructuras
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Figura 1: Acumulaciéon de carga @) en cierta region R dentro de un conductor ho-
mogéneo, rodeada por una superficie ¥ sobre la cual se aplica la ley de Gauss al
campo producido por @), campo que produce una densidad de corriente que fluye a
través de X. La corriente modifica () conforme transcurre el tiempo ¢ produciendo
oscilaciones de plasma.

internas, tamanos, orientaciones mutuas, etc., de sus meta-atomos. Sus funciones
repuesta pueden ser modificadas mediante senales externas e internas y pueden ser
controladas mediante microprocesadores programables.|2]

1.1 Materiales plasmoénicos

Si un metamaterial tiene componentes metélicos, estos pueden presentar resonan-
cias asociadas a los movimientos oscilatorios colectivos de sus electrones de conduc-
cion, denominados de acuerdo a sus caracteristicas como plasmones de bulto, de
superficie o localizados. La frecuencia de estos movimientos en un sistema infinito
se denomina como frecuencia de plasma w,. Para estimarla, considere el modelo
més simple de un conductor, un gas de electrones que en equilibrio tienen una
densidad de niimero ng, vy que son libres de moverse en un entorno positivamente
cargado, de manera que el sistema en equilibrio sea neutro. Si debido a alguna com-
presion o rarefaccion del gas de electrones se produjera una acumulacion de carga
Q) localizada en alguna region R, ésta produciria un campo eléctrico E(r), como
ilustra la figura 1. De acuerdo a la segunda ley de Newton, los electrones adqui-
ririan una aceleracion d*r/dt*> = —eE(r,t)/m, donde m y —e son la masa y la
carga eléctrica. La velocidad adquirida por los electrones resultaria en una corriente
eléctrica j(r,t) = —ngev = —nge(dr/dt) que obedece la ecuacion de movimiento,
0j(r,t)/ot = —%E(r, t). Integrando la ecuacion diferencial de la corriente sobre
una superficie > que rodee completamente la carga y usando la ecuacion de continui-
dad y la Ley de Gauss para el campo eléctrico obtenemos una ecuaciéon diferencial
para la carga () encerrada en 3,

d*Q 4mnge?
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la cual es una ecuacion diferencial idéntica a la de un oscilador armoénico simple como
el que se ilustra en la fig. 2. Sustituyendo la Ley de Hooke F' = —ky en la segunda



Figura 2: Oscilador armoénico de masa m y constante k en su posicion de equilibrio
y desplazado una distancia y.

ley de Newton ma = F para un oscilador con constante k y masa m, obtenemos [3]

d?y
az —w?y, (2)

donde w = \/k/m, y cuya solucion, y(t) = yocos(wt + ¢¢) es un movimiento pe-
riodico con una frecuencia w que depende de k y m. Comparando las ecs. (1) y
(2) notamos que puede existir carga en el seno de nuestro metal modelo, pero ésta
oscilarfa con la frecuencia de plasma w, dada por

o dmnge?

“p

- (3)
La repulsion mutua entre electrones los impulsa lejos de regiones en que haya una
densidad electrénica excedente, por arriba de su valor nominal. El movimiento con-
secuente prosigue aun después de que el sistema se neutraliza debido a la inercia
electronica, que los hace proseguir su camino hasta que en la region original dismi-
nuye tanto la densidad de electrones que aparezca una carga neta positiva que frena
a los electrones en fuga y los hace regresar, hasta que su repulsiéon mutua los frena,
habiendo regresado a la configuracion inicial. Este proceso se repite periédicamente
y su frecuencia w, esta relacionada con la repulsion coulombiana, proporcional a e,
la densidad de ntimero electronica ng v la inercia electronica caracterizada por m.

En lugar de un medio infinito, consideremos ahora un medio semiinfinito sepa-
rado del vacio por una superficie plana. Un andlisis analogo nos permite obtener la
frecuencia del plasmon de superficie, considerando ahora un exceso de carga () en
una region R en la interfaz, como ilustra la fig. 3, el cual produce un campo eléctrico
E(r,t) que induce corrientes en el conductor.

Usando la ecuacion dindamica de la densidad de corriente podemos escribir la
ecuacion dinamica de la carga como hicimos en el caso del plasmén de bulto, con la
diferencia que la densidad de corriente en este caso sblo fluye a través de la mitad



Figura 3: Region R en la superficie de un conductor semi-infinito en la que hay una
carga @, la cual produce un campo eléctrico E(r,t) (lineas azules) y éste a su vez
produce una densidad de corriente (lineas verdes) que atraviesan aquella parte de la
superficie lejana X que se halla dentro del conductor.

Y/2 de la superficie ¥ que se halla en el interior del metal,
d? 0
—O0O=— [ da- =14
dt? /2 T
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Comparando esta ecuacion con la ec. (2) identificamos la frecuencia del plasmdn de
superficie wyp,, dada por
,  2mne*  w

2
p
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En lugar de un sistema semiinfinito, consideremos ahora un sistema finito con-
sistente en una particula metélica separada del vacio por una superficie esférica.
Supongamos que perturbamos esta esfera moviendo todos sus electrones una se-
paracion ¢ respecto a su posiciéon de equilibrio, lo cual induce una polarizacion
P = —npe, como ilustra la fig. 4, El desplazamiento de los electrones hacia uno
de los hemisferios de la esfera genera un exceso de carga negativa en su superficie y
un exceso de carga positiva en el otro, descrita por la densidad de carga superficial
o = P -n, donde n es un vector unitario radial. Estas cargas producen un campo
eléctrico E(r,t) = —(47/3) P donde empleamos el factor de despolarizacion —4m/3
de una esfera. Este campo acelera las cargas de acuerdo a md*¢/d*t = —eE(r,t).
Escribiendo al campo en términos de ¢, E = —(4mnge?/3m)¢, la ecuacion de movi-
miento para ¢ se convierte en,

d*¢ 4mnge?

%: 3m

¢ (6)



Figura 4: Esfera metélica cuyos electrones han sido desplazados en la direccion de
¢ (flecha negra), dejando una ausencia de carga en la direccién opuesta induciendo
polarizacion en el sistema P (flechas verdes) y una carga superficial la cual produce
un campo eléctrico E(r,t) (flechas azules).

de la cual obtenemos la frecuencia w,; de las oscilaciones de carga en una esfera, a
las que se les denominan como plasmodn dipolar,
W2 = 4mne? _ w_f,‘ )
3m 3

Estos ejemplos muestran que en un metal los electrones pueden animarse de mo-
vimientos colectivos asociados a ciertas frecuencias de resonancia, las cuales a su vez
dependen de la geometria, como ilustramos estudiando el caso de un sistema infi-
nito, uno semiinfinito y una esfera. Mas atn, si colocamos las particulas metélicas
en el seno de una matriz dieléctrica habria un corrimiento adicional en su frecuen-
cia de resonancia debido a las cargas inducidas en la superficie del dieléctrico. Si
ademés hubiese un gran nimero de esferas, sus interacciones mutuas a través de los
campos electromagnéticos inducidos podrian generar corrimientos adicionales de las
resonancias.

Un ejemplo excepcional de las propiedades que emergen al generar metamate-
riales es la copa de Licurgo, una copa de cristal tallada en la época romana tardia,
decorada con un friso que muestra escenas del mito del Rey Licurgo. La copa que
data del siglo IV, D.C., se produjo a partir de una pieza en bruto de vidrio soplado
de unos 15mm de espesor. Las figuras se cortaron, rectificaron y unieron a la pared
del recipiente mediante pequenos puentes de vidrio. Aparte del trabajo artistico rea-
lizado en la decoracién, la copa es de gran interés por las propiedades épticas que
muestra. El vidrio se ve de un color rojo-vino profundo cuando la luz lo atraviesa y
de un color verde opaco cuando la luz que llega a nuestros ojos es reflejada por su
superficie, como muestra la fig. 5. A este fenémeno se le denomina dicroismo, y de
los artefactos de vidrio romano encontrados, la copa es la que muestra dicho efecto
més intensamente. |1] Estudios de la composicion del vidrio muestran que tales pro-
piedades son causadas por la presencia de finas particulas de oro, probablemente en
una aleacion con plata, dispersadas. Con estudios de microscopia de transmision de
electrones, TEM, por sus siglas en inglés, se pudieron determinar tamanos de las par-
ticulas de ~ 10nm. Se ha encontrado que contiene ademas particulas de diferentes
metales y de materiales no metélicos. El color se debe al espectro de reflexion y de
transmision del medio compuesto formado por vidrio y por las particulas metélicas.



Figura 5: Copa de Licurgo, fabricada en la Roma tardia del siglo IV D.C., cuya
fabricacion resultante muestra propiedades 6pticas excepcionales. Es una taza para
beber de vidrio que se ve verde o roja, dependiendo de cémo es iluminada. (C)The
Trustees of the British Museum.

Aunque el oro es amarillo, las particulas de oro embebidas en una matriz de vidrio
e interaccionando entre si producen un color rojo.

1.2 Otras geometrias

Si consideraramos particulas con otras geometrias habria otras resonancias asociadas
a la excitacion de modos con varios patrones de distribucion de carga. Por ejemplo,
en la figura 6 mostramos resultados experimentales y los primeros resultados teoricos
para los modos electromagnéticos esperados en pequenios cubos de sal [], sus fre-
cuencias de resonancia y su distribuciéon asociada de carga superficial. En este caso
se encontraron en lugar de un modo dipolar, como vimos para el caso de la esfera,
seis modos principales y unos modos adicionales con poca fuerza de oscilador, con
una polarizacién cuya distribucién espacial muestra bastante riqueza.

1.3 Cristales fotonicos

Consideremos ahora un dieléctrico transparente no dispersivo homogéneo, como en la
figura 7. La relacion de dispersion de la luz en este medio esté dada por k? = ew?/c?
que corresponde a las dos rectas mostradas en la (fig. 7d). Si en vez de un dieléctrico
homogéneo tuviéramos un cristal artificial formado por peliculas de dos materiales
alternados (fig. 7b), el impetu y el vector de onda ya no serian cantidades conserva-
das. Las reflexiones multiples en las interfaces producirian ondas esparcidas en que
el vector de onda cambiaria k — k4 27wn/d para enteros positivos y negativos n (fig.
7e), dando lugar a puntos de degeneracion en que se cruzan las distintas réplicas de
la relacion de dispersion. El acoplamiento entre los campos esparcidos rompe la de-
generacion y abre brechas fotonicas evitando los cruces y dando origen a una relacion
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Figura 6: Modos resonantes de un cristal de sal y espectro de absorcién teorico y
experimental. Los signos del lado izquierdo indican la polarizacion en una de las ocho
esquinas del cubo de sal correspondiente para cada uno de los seis modos principales.
La posicion y peso de cada resonancia se ilustran con las pequenas gaussianas en la
base del panel derecho, las cuales generan el espectro teoérico al escalarse, ensancharse

y sumarse.



k=+ew/c
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Figura 7: (a)Medio dieléctrico homogéneo con respuesta €, (b) cristal fotonico uni-
dimensional con funciones respuesta €, y € y periodo d, y (c¢) cristal fotonico con
periodicidad en méas dimensiones. (d)Relacion de dispersion w vs k de la luz del me-
dio homogéneo. (e)Relaciones de dispersion trasladadas por 0, +27/d en el espacio
reciproco mostrando cruzamientos en el borde de la zona de Brillouin k£ = +7/d.
(f)El acoplamiento abre una brecha en los puntos de degeneracion evitando el cruce
y formando brechas prohibidas.
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Figura 8: Relacion entre las direcciones del campo eléctrico E, densidad de flujo
magnético B, vector de onda k, campo magnético H y vector de Poynting S en un
metamaterial izquierdo isotropico. Como (E, B k) y (E, H, S) son triadas ordena-
das derechas, y B y H son antiparalelos, entonces k y S son antiparalelos.

de dispersion (fig. 7f) organizada en bandas fotdnicas analogas a las bandas electro-
nicas que describen la propagacion de electrones en soélidos cristalinos. Algo similar
sucederia si la periodicidad fuese bidimensional o tridimensional (fig. 7c¢) en cuyo
caso podrian producirse brechas omnidireccionales en las que la luz no se propaga
en ninguna direcciéon. Las brechas fotonicas explican algunos fenémenos naturales,
como la iridiscencia en los caparazones de diversos insectos y los colores de las alas
de las mariposas, colores producidos no por pigmentos que absorben la luz, sino
por pequenas estructuras dieléctricas transparentes que forman cristales foténicos
con regiones de frecuencia en que la luz es fuertemente reflejada por corresponder a
brechas en que no se puede propagar. Estos colores se llaman por su origen colores
estructurales. Introduciendo defectos en cristales fotonicos se pueden generar sitios
en que la luz puede ser atrapada, hecho que ha encontrado aplicaciones tales como
la elaboracién de fibras 6pticas foténicas.

1.4 Materiales izquierdos

Consideremos ahora un material cuya permitividad e¢(w) dependa de la frecuencia y
tenga un comportamiento resonante. La relacion de dispersion k? = ew?/c? implica
que al pasar la resonancia, cuando € adquiere valores negativos, k se vuelve imagina-
rio y la luz no puede propagarse. Esto explica la aparicion del color en los materiales
comunes, en que hay frecuencias caracteristicas de cada material en que absorben
luz y justo arriba hay frecuencias en que no se puede propagar. Si el material tu-
viera ademads una respuesta magnética u # 1 la relacion de dispersion cambiaria a
k* = epw?/c*. Si tanto € como p tuvieran resonancias cercanas, arriba de éstas po-
dria suceder que ambas fueran negativas, e < 0y u < 0. En este caso, su producto
ep > 0 serfa positivo y si podria haber propagaciéon con un vector de onda real.
Sin embargo, esta propagacion serfa curiosa. A partir de las ecuaciones de Maxwell,
por ejemplo, de las leyes de Faraday y de Gauss magnética, sabemos que para una
onda plana, el campo eléctrico E, la densidad de flujo magnético B y el vector de
onda k forman una triada ordenada derecha, como ilustra la figura 8. Sin embargo,
la definicion del vector de Poynting y la ley de Ampére-Maxwell implican que el
campo eléctrico E, el campo magnético H y el flujo de energia S también forman



Figura 9: Una onda incide desde un medio normal (verde) sobre la interfaz que lo
separa de un medio con permitividad y permeabilidad negativas (rojo). Se muestran
esquematicamente las direcciones de los vectores de onda (flechas azules) y de los
vectores de Poynting (flechas amarillas) de las ondas incidente, reflejada y trans-
mitida. La proyeccion sobre la interfaz de los tres vectores de onda debe coincidir.
El flujo de energia de la onda transmitida debe alejarse de la interfaz. Por ello, la
componente normal del vector de onda transmitido apunta hacia la interfaz.

una triada ordenada derecha. Sin embargo, si p < 0, entonces B y H apuntan en
direcciones opuestas. Luego, S japunta en la direccion opuesta a k! La direcciéon en
que avanza la fase de la onda es opuesta a la direcciéon en que avanza la energia.
Esto s6lo puede ser posible si la velocidad de grupo es opuesta a la velocidad de
fase. Una consecuencia curiosa de este resultado se manifiesta cuando una onda se
refracta en una superficie plana. La ley de conservacion del impetu asociada a una
simetria translacional implica que las proyecciones del vector de onda kj a lo largo
de la superficie deben coincidir para las ondas reflejada, transmitida e incidente.
De aqui se derivan las leyes de la reflexion y de Snell. Sin embargo, la causalidad
requiere que las ondas esparcidas por la superficie, la onda incidente y la onda refle-
jada, deben tener un flujo de energia que se aleja de la superficie. Ello implica que
cuando incide luz desde un medio ordinario hacia un medio con e < 0y p < 0, la
componente normal del vector de onda de la onda transmitida jdebe apuntar hacia
la superficie!, como ilustra la fig. 9. De esta figura podemos inferir que una onda que
incide viajando hacia arriba se refracta hacia abajo y viceversa. Eso lleva a plantear
dispositivos como el ilustrado en la fig. 10, consistente en una pelicula plana de un
metamaterial izquierdo con € < 0y p < 0. La luz que emerge de una fuente pun-
tual y viaja hacia la derecha y hacia arriba se refracta hacia abajo mientras que luz
que viaja hacia abajo se refracta hacia arriba. Algo analogo sucede al emerger de la
pelicula. Es posible entonces que todos los rayos que parten de la fuente luminosa
converjan en un punto, la imagen de la fuente formada por una lente plana.
Desafortunadamente, no existen materiales naturales en los que tanto la permi-
tividad como la permeabilidad sean negativas a la misma frecuencia. Sin embargo,
hay metamateriales artificiales que pueden describirse por una permitividad y per-
meabilidad efectiva que si cumplan esta condicion. La figura 11 muestra un ejemplo
formado por un arreglo de parejas de anillos interrumpidos que funcionan como un
circuito LC resonante. La corriente recorriendo los anillos produce un dipolo mag-
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Figura 10: Lente consistente en una pelicula plana de un metamaterial izquierdo
(rojo) en el seno de un material ordinario (verde). Se ilustra la trayectoria de varios
rayos que emergen de una fuente puntual de luz y convergen en un punto imagen.

Figura 11: Metamaterial izquierdo formado por una red de parejas de anillos con-

ductores interrumpidos (split rings) y pistas conductoras rectas sobre un dieléctrico.
(Tomada de la ref. [0])
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nético, y debido a su interrupcién, produce una acumulacion de cargas que lo acopla
con el otro anillo. Este circuito tiene una resonancia arriba de la cual la permeabi-
lidad macroscopica es negativa. Por otro lado, una serie de pistas rectas permiten
que el material se comporte en la direccién vertical como un conductor, por lo cual
la permitividad es negativa abajo de la frecuencia de plasma efectiva.

1.5 Particulas dieléctricas

Hemos visto arriba que particulas metélicas pequenas pueden tener resonancias plas-
monicas cuyas frecuencias dependen en general de su composicion y de su geometria.
También particulas dieléctricas pueden tener resonancias aunque estén formadas por
materiales no dispersivos, siempre y cuando la longitud de onda de la luz en su inte-
rior sea conmensurable con su tamano. Estas resonancias se deben a la interferencia
constructiva entre ondas miltiplemente reflejadas por sus superficies. Por ejemplo,
particulas esféricas o cilindricas muestran resonancias de Mie cuando el perimetro
de su seccién transversal es cercano a un miltiplo de la longitud de onda. Una ven-
taja de estas resonancias sobre las resonancias plasmonicas para disenar y construir
dispositivos fotonicos es que las pérdidas de energia debidas a la absorcion dentro
del material son menores que las pérdidas 6hmicas que suelen mostrar los metales.
Sin embargo, estas resonancias requieren que las particulas tengan un tamafo relati-
vamente grande conmensurable con la longitud de onda en su interior. Sin embargo,
si se emplean materiales con un indice de refraccion alto, la longitud de onda dentro
de estos materiales puede ser mucho menor que la correspondiente al espacio vacio,
permitiendo asi resonancias dieléctricas en particulas de tamano muy pequenas, en
analogia a las resonancias plasmonicas.

1.6 Metasuperficies

Las funciones respuesta de una particula cambian de signo conforme la frecuencia
de la luz pasa de ser menor a ser mayor a su frecuencia de resonancia. Por tanto, la
fase que adquiere un haz luminoso al pasar a través de una superficie cubierta por
particulas depende muy sensiblemente de la cercania de la frecuencia a la frecuencia
de resonancia de las particulas, la cual a su vez, depende de la geometria. Por tanto,
modulando la geometria de las particulas a lo largo de la superficie, puede modularse
la fase que adquiere la luz en forma andloga a como el ancho variable de una lente
o de un prisma modula la fase de los rayos de luz que los atraviesan.

La ley de Snell usual implica que a lo largo de una interfaz uniforme hay un
empatamiento de fases ¢ (r|) = | T entre la onda incidente, la onda reflejada y la
onda transmitida, por lo cual los vectores de onda k:“f proyectados sobre la superficie
son iguales para las tres ondas a = i, 7, t. Sin embargo, si la superficie no es uniforme
y a lo largo de ésta la onda transmitida y/o reflejada adquiere una fase adicional
(7)) ala de la onda incidente, ¢*(ry) = kj - 7 + ¢ (r)) = (k| + V9*(0)) - 7 la
ley de Snell debe generalizarse,

=k +Vpe, (a=rt) (8)

i.e., el impetu paralelo a la interfaz adquiere una contribucion debida a la variacion
de la fase adicional ¢*. Por lo tanto, modulando la fase de una onda a lo largo de una
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Figura 12: Metasuperficie formada por un arreglo de particulas en forma de L. con
angulos variables (izquierda), capaz de separar un haz luminoso en sus componentes
con distintas polarizaciones (derecha).(Tomada de la ref. [7]).

superficie podemos manipular la direcciéon de la luz transmitida o reflejada. Para esto
se pueden colocar particulas con un indice de refraccién grande sobre una superficie
ordinaria y modificar a lo largo de esta su geometria, orientacién o densidad, dando
lugar a una metasuperficie.

Como las resonancias dependen también de la polarizacion de la luz, este efecto
puede usarse para desviar haces de luz de acuerdo a su polarizacion. En la fig. 12
mostramos una metasuperficie formada por particulas en forma de L cuya respues-
ta difiere cuando es iluminada con polarizacion horizontal o vertical, y que por lo
tanto puede separar un haz de luz no polarizada en dos haces con polarizaciones
perpendiculares. Otros sistemas pueden separar la luz de acuerdo a su helicidad, en
haces con polarizacién circular derecha o circular izquierda. Mediante otros arreglos
se puede variar la fase a lo largo de la direcciéon radial, de forma de hacer converger
rayos que arriben en la direccion normal sobre un punto, su foco, creando asi una
metalente, como la que ilustra la figura 13.

2 Teoria

Las propiedades 6pticas de materiales compuestos como los presentados arriba, me-
tamateriales, cristales fotonicos, materiales izquierdos, etc., con propiedades en oca-
siones exodticas, estdn determinadas no s6lo por su composiciéon, sino también por
su geometria. Propiedades como las relaciones de dispersion de los modos electro-
magnéticos que se propagan a través de un metamaterial extendido, las amplitudes
de reflexion y transmision, y relaciones de dispersion de modos electromagnéticos
confinados a la superficie de sistemas con fronteras, las secciones transversales de
dispersion, absorcion y extincion de particulas formadas por particulas, pueden ser
expresadas en términos del operador dieléctrico macroscopico del compuesto a través
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Figura 13: Metalente formada por un arreglo de prismas de alto indice de refraccion
con orientaciones variables (izquierda). Refraccion de la luz debido a la modulacion
de fase al atravesar el metalente (centro). Imagen de una fuente puntual formada
por la metalente y por una lente convencional (derecha). (Tomada de la ref. [8])

de las soluciones de las ecuaciones de Maxwell en dicho material. En esta seccion
presentaremos un formalismo para obtener la respuesta macroscopica en términos
de la respuesta microscopica.

2.1 Proyectores promedio y fluctuacion

Primero notamos que el campo electromagnético dentro de un material inhomogéneo
tiene oscilaciones relacionadas con su textura y la escala de variacion espacial de estas
oscilaciones es del orden del tamano de las particulas que forman el compuesto asi
como de las distancias entre particulas vecinas. Llamamos campo macroscopico a
aquel del cual hemos eliminado dichas fluctuaciones. El campo macroscopico puede
tener oscilaciones espaciales, pero éstas estan asociadas a las oscilaciones temporales
del campo y a la longitud de onda finita de los campos que se propagan. En todo caso,
es conveniente introducir dos operadores, el promedio 751, y la fluctuacion 75f, tales
que al actuar sobre un campo arbitrario F' producen el campo promedio F, = 75pF
y el campo fluctuante Fy = 75fF. Existen muchas formas de definir promedio. En
sistemas desordenados podriamos usar el promedio de ensamble, es decir, sumar
sobre N realizaciones del sistema y dividir entre N, tomando el limite N — oo.
En sistemas dinamicos como un fluido, y para campos que oscilen lentamente con
respecto a los tiempos caracteristicos en que cambia el sistema, podriamos emplear
un promedio temporal. Para otro tipo de sistemas podriamos tomar un promedio
espacial o aplicar un filtro pasabajo en el espacio reciproco. Lo que debe ser claro es
que un campo se promedia cuando se le remueven las fluctuaciones, i.e., 75p = i—ﬁf,
con 1 el operador identidad. Si pretendiéramos remover las fluctuaciones de un
campo que ya hemos promediado, encontrariamos que no queda nada por remover.
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Esto implica que el operador promedio es idempotente 755 = 75p, i.e., el promedio
del promedio es el promedio. Anélogamente, las fluctuaciones son lo que queda al
remover el promedio. Por lo tanto, el operador fluctuacién también es idempotente,
Pf = Pf Finalmente, si eliminamos las fluctuaciones y el promedio, no nos queda
nada, Pppf = O, prp =0.

Los resultados previos muestran que 75p y 75f son proyectores que mandan a un
campo al subespacio de los campos promedio y al subespacio de los campos fluctuan-
tes respectivamente, y que el espacio donde vive originalmente el campo vectorial es
una suma directa de estos dos subespacios. Esto permite escribir formalmente a un
campo arbitrario como si fuera un vector de dos componentes,

F- (7). Q

aunque cada componente en si no es un nimero sino un campo vectorial. Analo-
gamente, las funciones respuesta pueden representarse como operadores lineales en
términos de matrices de dos por dos. Asi, la ecuacién D = €F puede escribirse como

una ecuacién matricial R R
B)-( ()
Dy €p €rp) \Ey

Aqui, hemos definido Oag = 75040755 (a, B = p, f) para cualquier operador O.
Interpretaremos a la ec. (10) como un ecuacion material microscépica, pues incorpora
las fluctuaciones espaciales derivadas de la textura del material. La correspondiente

ecuacion macroscopica seria
DM = GME]W, (11)

donde identificamos a los campos macroscopicos como los campos promediados y
por lo tanto, libres de fluctuaciones, Dy, = D,,, E); = E,. En general, €y, no es el
promedio €,, de €, pues puede haber correlaciones entre las fluctuaciones espaciales
de €(r) y del campo eléctrico E(r).

2.2 Proyectores longitudinal y transversal

Por otro lado, recordemos que de acuerdo al teorema de Helmholtz, todo campo
vectorial F' = FL + FT puede escribirse como la suma de dos contribuciones, un
campo longitudinal F* = PLF y un campo transversal F7 = PTF, que cumplen
las ecuaciones

V x Ft =0, (12a)
V-FL=V.F, (12b)
VxF'=VxF, (12¢)
V.-F'=o. (12d)

Para obtener los proyectores PL y PT podemos empezar con la ec. (12a), la cual
implica que F'* puede derivarse de algtin potencial escalar ® como F = —V®.
Luego, la ecuacion (12b) implica que el potencial obedece la ec. de Poisson, V2 =
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—V - F, cuya solucion formal es ® = —V 2V - F. Aqui, V2 representa el operador
inverso al laplaciano, el cual puede escribirse en el espacio real como un operador
integral cuyo kernel en 3D es el potencial coulombiano —1/(47w|r — 7'|). Finalmente,
obtenemos FL' = VV2V . F de donde identificamos al proyector longitudinal

PL=vVV.. (13)
Analogamente, podemos identificar al proyector transversal
Pl=1-Pl=-VxV3Ux. (14)

2.3 Caso no retardado

Para obtener la respuesta macroscopica €,;, que como hemos mencionado no es
el simple promedio de la respuesta microscopica €, recurrimos a las ecuaciones de
Maxwell. Consideremos un material formado por inclusiones muy pequenas y muy
cercanas entre si, cuyo tamano y separacion sean mucho menores que la longitud
de onda caracteristica de la luz A\ = 27¢/w a una frecuencia w dada. En este
caso podemos ignorar el retardamiento, tomar el limite ¢ — oo en la ecuacion de
Faraday y tratar al campo eléctrico como si fuera un campo puramente longitudinal,
E = E*, derivable de un potencial escalar. Por tanto, la proyeccién longitudinal del
desplazamiento, D* = PLeE = PLeEE = PLePLEL,

D' = e*E*, (15)
cumple las mismas ecuaciones que el campo eléctrico longitudinal externo,

VxD'Y=0=VxEL, (16)

V.D" = 4xp™ =V - EJ.
Aqui, hemos definido O*% = PoOP? (o, B = L, T) para cualquier operador O.
Entonces, podemos identificar a D¥ con el campo eléctrico longitudinal externo.
Siendo un campo externo, sus fuentes son tnicamente las cargas externas p®, las
cuales no tienen absolutamente nada que ver con la composicion del material ni
con la disposicién de sus componentes. En particular, D* no tiene fluctuaciones
espaciales derivadas de la textura del material, D* = le = P,D*. Despejando el
campo eléctrico de la ec. (15) obtenemos

EL — (éLL)_lDL, (17)

y promediando ambos lados de la ecuacion, usando el hecho de que D* no tiene
fluctuaciones y que P, es idempotente, obtenemos

E! = (e""), D/ (18)

Finalmente, identificando los campos promedios con los campos macroscopicos y su
relacion con la respuesta macroscopica, podemos identificar|9]

~LL\— ~LL\—1
(GM) b= (6 )pp . (19)
Podemos leer este resultado de la siguiente manera: el inverso de la proyeccion lon-

gitudinal de la respuesta dieléctrica macroscopica es igual al promedio del inverso
de la proyeccion longitudinal de la respuesta microscopica.| ()]
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2.4 Caso retardado

Como hemos mostrado, para obtener la respuesta macroscopica de un sistema no
basta con promediar cualquier funcién respuesta. Por ejemplo, el promedio de € no
tiene significado como respuesta macroscopica. Sin embargo, si logramos encontrar
un operador que responda a una excitacidén externa, la cual no tiene fluctuaciones
espaciales asociadas a la textura microscopica del material, su promedio nos pro-
porciona la respuesta correspondiente macroscopica. Para dar un ejemplo de éste
proceso, a continuaciéon obtendremos la respuesta macroscopica en el caso en que
no podemos ignorar el retardamiento. Tomando el rotacional de la ley de Faraday y
sustituyendo la ec. de Ampére-Maxwell podemos obtener una ecuacién de onda con
fuentes, que podemos escribir como

N
WE = —j°, (20)
1w
donde )
N (21)
w

es una generalizacion del operador de onda. Podemos resolver la ec. (20) formalmente
para obtener el campo en el material

E - ._W—ljex’ (22)

e interpretar al inverso del operador de onda W~! como una respuesta a la excitacion
externa 7%, y a su promedio como la respuesta macroscopica a la corriente externa,

Wi | =Wyl (23)

Interpretando al operador de onda macroscopico en términos de la permitividad
macroscopica

2
~ R I ~
Wi = €n + EVQPT (24)

podemos despejarla tras invertir la ecuacion (23). Formalmente, podemos obtener
la permitividad macroscopica a partir de la permitividad microscopica siguiendo los
pasos indicados en la figura 14. A partir de la respuesta dieléctrica de las compo-
nentes de nuestro material podemos construir el operador de onda, lo invertimos, lo
promediamos, lo identificamos en términos del operador de onda macroscopico, lo
volvemos a invertir y finalmente obtenemos la respuesta dieléctrica macroscopica.|11]

2.5 Sistema binario peridédico sin retardamiento

Consideremos ahora un sistema periodico hecho de dos materiales, digamos, de par-
ticulas de un material B embebidas en una matriz de un material A. La respuesta
dieléctrica microscopica es en este caso

e(r) =

{eA sirec A (25)

€eg sireB
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Figura 14: Pasos para obtener la respuesta macroscopica €,; a partir de la respues-
ta microscopica €(r) incluyendo efectos de retardamiento. Primero construimos el
operador de onda, lo invertimos, lo promediamos, identificamos el operador de onda
macroscopico inverso, lo invertimos y finalmente identificamos el operador dieléctri-
€O Macroscopico.
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la cual puede escribirse como

(r) = L(u - B(r), (26)
donde 1
= 27
Y 1-— EB/GA ( )
se conoce como la variable espectral, y
0, sireA
B(r) = {1, sireB (28)

es la funcion caracteristica. Notemos que u depende de la composicidon del material
y puede depender de la frecuencia a través de las funciones dieléctricas de las com-
ponentes, mientras que B(r) no depende de la composicion ni de la frecuencia, sino
unicamente de la geometria.

Supongamos que nuestro sistema es periddico, caracterizado por una red de Bra-
vais {R}, tal que €(r + R) = €(r). A esta red le corresponde una red reciproca
{K}, formada por todos aquellos vectores de onda tales que el producto escalar
K - R = 27n, con n un nimero entero para cualquier vector real R y vector reci-
proco K.

Entonces, podemos describir a € como una matriz en el espacio reciproco mediante
una integral de Fourier,

1 )
EKK —EK-K' — 6 /d37“ E(T)S_ZK'T. (29)
0

donde la integral se realiza sobre una celda primitiva cualquiera, cuyo volumen es

Q). La relacion conversa es ’
e(r) = ZeKelK"'. (30)
K

El teorema de Bloch nos permite escribir a los campos en el interior de un sistema
periodico como una superposicion de ondas de Bloch, cada una de las cuales cambia
por una fase e’*® cuando nos desplazamos un vector de la red, donde k es el vector
de Bloch, una especie de vector de onda, que es una cantidad conservada. Por tanto,
eligiendo un valor cualquiera de k podemos escribir cualquier campo en términos de
una suma de Fourier como

F(r)= Z FyelktE)m, (31)
K

El teorema de convolucion nos permite entonces escribir la ecuacion material D(r) =
e(r)E(r) en el espacio reciproco como la ecuacién matricial

DK :ZEKK’EK“ (32)

K/

Como la respuesta del material puede representarse en distintos espacios, como son
el espacio real o el espacio reciproco, conviene abstraer la accion de la respuesta
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dieléctrica y tratarla como un operador € abstracto, mas que como una funcion de
la posicién.

En el espacio reciproco, el operador V se puede representar por un producto con
el vector V — i(k + K), por lo cual el laplaciano es V2 — —|k + K|* y su inverso
es simplemente V=2 — —1/|k + K |*. Por lo tanto, el proyector longitudinal (13) se
puede representar por la matriz

PéK/ - 5KK/KK‘, (33)

donde definimos los vectores unitarios

K = M7 (34)
k+ K|
vy 0k es una funcion delta de Kronecker.

Los vectores reciprocos K # (0 corresponden a oscilaciones con longitudes de
onda del orden de el parametro de red del sistema periddico. Es conveniente entonces
definir el promedio como un filtro pasabajos en el espacio reciproco que elimina todos
los vectores reciprocos, exceptuando K = 0, convirtiendo una onda de Bloch en una
onda plana con vector de onda k. Escribimos entonces

/Pp,KK/ = 5K05K/0' (35)

De acuerdo a la ec. (19), podemos hallar la respuesta macroscopica siguiendo los
siguientes pasos:

1. Expresamos la permitividad como una matriz exg en el espacio reciproco
haciendo una transformacion de Fourier (ec. (29)).

2. Tomamos su proyeccion longitudinal, ekf, multiplicando a izquierda y derecha
por el proyector longitudinal (ec. (33)).

3. Invertimos la matll’iz resultante en el subespacio de campos vectoriales longi-
tudinales (i) .

4. Promediamos la inversa tomando el elemento K = K’ = 0.

5. Interpretamos el resultado como el inverso de la proyecciéon longitudinal del
tensor dieléctrico macroscopico.

El procedimiento anterior puede resumirse como ekl = kellk, donde la componente
longitudinal de la respuesta es

~ ~ ~ ~ N —1 -1
L —key k= ((K ek K) ‘K:Kf:()) . (36)

Repitiendo el calculo indicado por la ec. (36) para distintas direcciones k del vector
de onda, podemos hallar todas las componentes del tensor dieléctrico macroscopico

(VR
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2.6 Recursion de Haydock

De acuerdo a la seccidén anterior, para obtener la respuesta macroscopica de un
medio binario arbitrario en el limite de longitud de onda larga, basta invertir la
matriz K - ex K’ y tomar el elemento 00 del resultado. Sustituyendo la ec. (26),
obtenemos

1w 1

donde introdujimos la componente longitudinal de la funcion caracteristica en el
espacio reciproco A A
B = K- Bg_ g K/, (38)

y Bk Kk es el coeficiente de Fourier de la funcion caracteristica B(r) correspondiente
al vector reciproco K — K’.

Notamos que en la ec. (37) debemos calcular el inverso de un operador (u— BLL)
representado como una matriz en el espacio reciproco, donde u es un niimero com-
plejo y BLL es un operador hermitiano, y luego proyectar el resultado sobre un
estado |0) correspondiente a una onda plana con vector de onda k. Esto es analogo
al calculo del operador de Green proyectado (0|G(£)|0) en mecénica cuntica, donde
G(e) = (e — H) " es el operador de Green correspondiente a un operador hamilto-
niano H evaluado para un valor £ de una energia compleja. Entre las aplicaciones
del operador de Green proyectado se encuentra el calculo de la densidad de esta-
dos cuanticos proyectada. Podemos entonces tomar prestado el método recursivo
de Haydock [12] para calcular proyecciones de funciones de Green. De acuerdo a
nuestra analogia, u juega el papel de energia compleja € y BLL juega el papel de
hamiltoniano H.

Hemos definido el estado |0) como el correspondiente a una onda plana con
vector de onda k, i.e., un estado cuya representacion en el espacio reciproco es
(K|0) = dKko, pues no tiene contribuciones de ondas con K # 0. Ahora, podemos
generar un nuevo estado haciendo actuar a nuestro hamiltoniano sobre el estado
inicial, |1) = # |0). Escribimos este estado como una combinacion lineal del estado
que ya teniamos |0) y un estado nuevo |1) del cual pedimos que sea ortogonal a |0)
y que esté normalizado, |1) = by |1) 4+ ag |0). Ahora repetimos el procedimiento con
el estado 1), i.e., |2) = H [1) = by |2) + a1 |1) + by |0). El caso genérico seria

7y =H|n—1) = by |n) + an_y|n—1) + b,y |n —2), (39)
donde exigimos que todos los estados sean ortonormales, es decir,
(n|m) = dpm. (40)

Aqui empleamos el producto escalar
1 *
() = 3261 (K)6n () = 5 [ i r)om ) (41)
0

donde, copiando el lenguaje de la mecanica cuantica, ¢,,(K) = (K|n) es la funcion
de onda correspondiente al estado |n) evaluada en el vector reciproco K, y ¢,,(r) =
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{(r|n) es la funcion de onda correspondiente al mismo estado pero evaluada en la
posicion r, y donde hemos empleado la identidad de Parseval.

Notamos que en la ec. (39) no aparecen los términos |n — 3), |n — 4), etc. pues
nuestro operador es hermitiano. Por ejemplo, i.e., (n —3|n) = (n —3|H|n — 1) =
(n—=1Hn—=3)" = ((n—1] (bp—2|n —2) + apn_3|n —3) + b,_3|n —4)))* = 0. Los
coeficientes de Haydock son reales y pueden obtenerse de la condiciéon de ortonor-

malidad, )
an—1 = {(n—1/H|n —1) (42)

y
n) = (1) = an-a|n=1) =bpsn=1))/bs, (n|n) =1. (43)

De esta manera podemos construir una base {|n)} en la cual el hamiltoniano H
puede representarse por una matriz tridiagonal

Qo b1 0 0 0..
b1 ay bg 0 0..
Hnn’ — 0 b2 a9 bg 0. (44)

0 0 bg as b4

De acuerdo a la ec. (37), la respuesta macroscopica esta dada por la proyeccion de la
inversa G, de la matriz tridiagonal € — H,,,» sobre el estado |0), i.e., no necesitamos
toda la inversa, sino solo su elemento Gyo. Notamos que el vector columna G,,o obedece
la ecuacion

m

Si truncamos la ecuacion después de N renglones, el dltimo renglon de esta ecuacion
seria de la forma

—bnGn-10+ (u—an)Gno =0, (46)

lo cual nos permite despejar

by

u—an

Ono = On-1,0- (47)

Sustituyendo esta soluciéon en la pentultima ecuacion

—bn_1N—20+ (v —an-1)GN-10 — bnNGn o

b3 (48)
= —byn_1Gn_2p0 + <U —aN-1 — N ) Gn_1 =0,
u—an
podemos despejar
by_
Gn-10 = : 7 9n—20- (49)
U—an_1 — —%
u—ayn

Prosiguiendo de esta forma con todas las ecuaciones correspondientes a n > 0,

— bnGn-10 + (¥ — @n)Gno — brny1Gn+10 = 0, (50)
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llegamos a
b
Gio= —— Go,0- (51)
u—a; — —ng
u—ag—

u—ag— "
Sustituyendo en la ecuacion correspondiente a n = 0,
(U — (Io)g()(] — anQLO = 1, (52)
obtenemos una expresion para Gy en forma de una fracciéon continuada
1
gOO - b2 ; (53)
1

U—ap — b2
u—ay—

3

u—ag—

u—a3—"-

la cual podemos emplear en la ec. (37) para finalmente obtener la respuesta macros-
coOpica

2
(LD A w— Gy — by
M=

N
u—ag—

ufa.gf"»

Debemos enfatizar que en esta expresion, los coeficientes de Haydock {a,,b,}
dependen exclusivamente de la geometria a través de la funcion caracteristica B(r)
v no de la composicion del material ni de la frecuencia. Por lo tanto, s6lo es necesario
calcularlos una vez para una geometria dada y posteriormente pueden emplearse para
calcular la respuesta de cualquier metamaterial con dicha geometria con cualquier
composicion y a cualquier frecuencia, simplemente sustituyendo la variable espectral
adecuada wu (ec. (27)). Asi, con este formalismo podemos calcular la respuesta de
sistemas formados por aislantes o metales, con o sin dispersion y con o sin disipacion;
el operador BEL es hermitiano haya o no haya dispersion o disipacion.

Por otro lado, podemos aplicar el hamiltoniano BLL (38) en etapas, notando que
multiplicar por K es trivial en el espacio reciproco. El producto matricial del vector
resultante con Bx g = Bk _ i corresponde a una convolucion, por lo cual, tras una
transformada de Fourier hacia el espacio real, se convierte en un producto trivial por
la funcién caracteristica B(r). Finalmente, tomando una transformada de Fourier
de regreso al espacio reciproco, el producto escalar por los vectores unitarios K-
se vuelve trivial. Esto muestra que podemos aplicar nuestro hamiltoniano repetidas
veces para obtener los coeficientes de Haydock sin necesidad de multiplicar ninguna
matriz. Eso vuelve muy eficiente el proceso aqui descrito.

3 Implementaciéon
La teoria mostrada arriba ha sido implementada en un paquete computacional lla-

mado Photonic, el cual ha sido colocado en el dominio piblico [13, 11]. El programa
esta escrito en el lenguaje PERL, el cual es muy expresivo y cuya sintaxis hereda
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construcciones de lenguajes previos como C, C++, awk, bash, sed, etc. El lenguaje es
versatil y flexible, y refleja la filosofia de su creador resumida en frases como hay mds
de una manera de resolverlo y lo fdcil debe ser fdcil, lo dificil debe ser posible. S6lo
contiene tres tipos de datos, que son escalares, arreglos indexados por un entero y
arreglos asociativos indexados por cualquier escalar. Los escalares pueden represen-
tar nameros enteros o reales, cadenas de caracteres, o referencias a otros escalares,
arreglos o arreglos asociativos, e incluso, referencias a subrutinas. Los arreglos son
dinamicos y pueden crecer o decrecer en ambos extremos o en su interior. Esto per-
mite implementar de manera trivial pilas de datos (stacks), colas fifo, arboles y otras
estructuras de datos. Se pueden construir fragmentos de c6digo durante la ejecucion
de un programa para ejecutarse posteriormente. Esta flexibilidad permite emplear
una gran variedad de paradigmas al programar en PERL, incluyendo programacion
procedural, funcional y /o orientada a objetos.

El costo a pagar por la flexibilidad del lenguaje es la velocidad de ejecucion. Se ha
reportado recientemente que PERL es varias decenas de veces mas lento que C para
tareas orientadas a procesamiento numeérico.[15| Por ello, un grupo de investigadores
se abocaron a crear una extension del lenguaje llamado Perl Data Language o PDL
[16, 17, 18], que permite ligar rutinas numéricas escritas en otros lenguajes como C
o Fortran para el manejo eficiente de arreglos numéricos, sin sacrificar la flexibilidad
y expresividad de PERL. Una prueba reciente[l5] mostré que PDL es competitivo
y hasta puede superar en velocidad a codigos nativos en C.

Finalmente, para simplificar el proceso de codificaciéon y volverlo robusto confor-
me evoluciona el paquete se empled un sistema de programacion de objetos conocido
como Moose|19]. Este sistema permite definir clases que abstraen el comportamiento
de los objetos, instancias que tienen una serie de atributos, datos privados, y métodos
que definen su comportamiento. Las clases pueden heredar su comportamiento de
otras clases o de roles que definen las interfases. Contar con una libreria de clases
permite armar programas que resuelven problemas complejos juntando bloques que
ensamblan unos con otros, como las construcciones con bloques de juguetes Lego.

3.1 Ejemplo

No explicaremos aqui los detalles de la implementacioén, pues su comprension re-
queriria cierto dominio de los sistemas (Perl, PDL y Moose) empleados. En cambio,
mostraremos fragmentos de un pequenio programa para explicar como se usa el siste-
ma. El programa integro, disponible en la referencia [20], calcula el tensor dieléctrico
de una red tetragonal de toroides hechos de cierto material y embebido en una matriz
de otro material.

Iniciamos con una serie de pragmas y cargando paquetes que seran tutiles més
adelante

#!/usr/bin/env perl
# ...

use strict;

use warnings;

use vb.12;

use Getopt::Long;
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use PDL;

use PDL::NiceSlice;

use PDL::Constants qw(PI);

use Photonic::Geometry: :FromB;
use Photonic::LE::NR2: :Haydock;
use Photonic::LE::NR2::EpsL;

strict y warnings son para pedir al sistema que sea estricto y nos advierta de erro-
res potenciales, v5.12 es para habilitar algunas construcciones seménticas, Getopt
es para leer los parametros desde la linea de comandos al ejecutar el programa, PDL
es para usar la interface numeérica, NiceSlice para simplificar el manejo de indices
en las estructuras de datos y PI es simplemente una constante tatil. Los paquetes
relacionados con Photonic seran discutidos més abajo. Las componentes LE y NR2
en su nombre indican que usaremos aquellas rutinas relacionadas con la respuesta
dieléctrica longitudinal en el limite no retardado y restringido a dos componentes.

A continuacién definimos algunos parametros y el codigo para leerlos desde la
linea de comandos.

my $ratio; # b/a for torus

my $options=q(
’ratio=f’=>\$ratio,

)

GetOptions( %options)or usage($options, "Bad options");
usage ($options, "Missing options")

unless luall {defined $_}

($ratio, $fraction, Qeps_a, Qeps_b, $Nxy, $Nz, $Nh);

set_autopthread_targ($cores) if defined $cores;;

Los parametros a leer son la razéon de los radios del toroide, la fraccion de llenado
en la celda unitaria, el numero de vozels a lo largo de los ejes de la red, los pares
de funciones dieléctricas e emplear para los toroides y la matriz, el nimero de coefi-
cientes de Haydock a emplear y el ntimero de ntcleos computacionales a emplear en
el calculo. A continuacién se leen y validan las opciones y de ser necesario se envian
mensajes de error. La rutina set_autopthread_targ establece el niimero de niicleos
computacionales que deseamos usar al paralelizar el programa.

Como indicamos arriba, la geometria queda definida a partir de la funcion carac-
teristica, cuyo valor es 1 dentro del toroide y 0 en su exterior. Primero calculamos
los dos radios del toroide en términos de la fraccion de llenado deseada.

my ($Nxy2, $Nz2)=(2x$Nxy+1, 2*$Nz+1);
my $unit_cell_volume=3Nxy2*$Nxy2*$Nz2;
my $small_radius=($fraction*$unit_cell_volume/(2xPI**2x$ratio))**(1/3);
my $large_radius=$ratio*$small_radius;
warn "Tori overlap" if $small_radius>$Nz
or $large_radius+$small_radius>$Nxy;
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Luego creamos un arreglo 3D representando a la celda unitaria y lo poblamos de
unos y ceros de acuerdo a la funcién caracteristica deseada.

my $r=zeroes($Nxy2, $Nxy2, $Nz2)->ndcoords
-pd1($Nxy, $Nxy, $Nz); #positions array

my $B=(sqrt($r((0))**2+$r ((1))*%*2)-$large_radius) **2
+$r((2))**2 < $small_radius**2;

La rutina zeroes produce el arreglo 3D de ceros con el nimero de dimensiones y
el tamano solicitado, el método ndcoords asigna a cada punto del arreglo un vector
en 3D con las coordenadas de dicho punto. Al restar las coordenadas del centro del
arreglo, asignamos a la variable $r las coordenadas de los puntos del arreglo con
respecto al centro. Procesando dichas coordenadas obtenemos la distancia de cada
punto al circulo alrededor del cual se forma el toroide y en la variable $B guardamos
un 1 o un 0 dependiendo de si estamos suficientemente cerca de la generatriz o no.

A continuacion inicializamos dos objetos que codifican la geometria del sistema
empleando la funcién caracteristica.

my $gx=Photonic::Geometry: :FromB->new(B=>$B, Direction0=>pdl(1,0,0));
my $gz=Photonic::Geometry: :FromB->new(B=>$B, Direction0=>pd1(0,0,1));

Las clases Geometry saben como calcular la red de vozels, pero también como calcular
la red reciproca, y los vectores reciprocos normalizados K , entre otros métodos
relacionados a la geometria del sistema, a partir del atributo B que inicializamos con
la funcion caracteristica $B. Sin embargo, para ello necesita saber en qué direccion
apunta el vector de Bloch, asociado al atributo Direction0. Emplearemos entonces
dos geometrias, una con ondas viajando en la direccion @ y otra viajando en la
direcciéon z, i.e., a lo largo del plano y del eje del toroide, respectivamente.

Con las dos geometrias podemos inicializar dos objetos para calcular coeficientes
de Haydock.

my $nrx=Photonic::LE::NR2::Haydock->new(geometry=>$gx, nh=>$Nh) ;
my $nrz=Photonic::LE::NR2::Haydock->new(geometry=>$gz, nh=>$Nh) ;

Finalmente, para cada pareja de funciones dieléctricas, calculamos la respuesta die-
léctrica macroscopica longitudinal, proyectada sobre la direcciéon del vector de Bloch
establecida arriba.

say "#ratio Nxy Nz Nh f-nom f-act medium torus epsxx epszz";
foreach(0..Q@eps_a-1){
my ($ea, $eb)=(pdl($eps_al$_1)->r2C, pdl($eps_b[$_1)->r2C);
my $epsx_calc=Photonic::LE::NR2::EpsL->new(haydock=>$nrx, nh=>$Nh,
epsA=>$ea, epsB=>$eb);
my $epsz_calc=Photonic::LE::NR2::EpsL->new(haydock=>$nrz, nh=>$Nh,
epsA=>$ea, epsB=>$eb);
my $resultx=$epsx_calc->epsL;
my $resultz=$epsz_calc->epsL;
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El objeto EpsL sabe calcular la respuesta dieléctrica longitudinal y se inicializa con
un objeto que calcula coeficientes de Haydock, con el nimero de coeficientes que se
desea usar y con las funciones dieléctricas de ambas componentes. Finalmente, el
método epsL regresa el valor de la funcion dieléctrica macroscépica deseada.

El resto del programa simplemente imprime el resultado y mensajes de error de
ser necesario.

say sprintf "}.4f %d %d %d %.4f Y.4f Y,.4f U.4f J.4f ¥ .4f",
$ratio, $Nxy, $Nz, $Nh, $fraction, $gx->f, $ea->re, $eb->re,
$resultx->re, $resultz->re;

say "x-no-covergid" unless $epsx_calc->converged;

say "z-no-covergid" unless $epsz_calc->converged;

sub usage {

}

Podemos correr el programa como en el siguiente ejemplo, en el que calculamos
las propiedades de una red tetragonal de 161 x 161 x 41 voxeles con toroides cuyas
funciones dieléctricas son €, = 5, 10, inmersos en el vacio, €, = 1, con una fracciéon de
llenado nominal f = 0.3, con una razon entre los radios del circulo mayor al circulo
menor R~ /R. = 3y empleando 100 coeficientes de Haydock, usando en el calculo
4 nicleos de la unidad de procesamiento,

./toroid.pl -ratio 3 -fraction .3 -Nz 20 -Nxy 80 \
-eps_a 1 -eps_b 5 -eps_a 1 -eps_b 10 -Nh 100 -cores 4

obteniendo unos segundos después la siguiente tabla:

#ratio Nxy Nz Nh f-nom f-act medium torus epsSxxX epszz
3.0000 80 20 100 0.3000 0.3004 1.0000 5.0000 1.7228 1.6859
3.0000 80 20 100 0.3000 0.3004 1.0000 10.0000 2.1836 2.0152

Las dltimas dos columnas nos proporcionan las componentes del tensor dieléctrico
macroscopico de este sistema.

3.2 Extensiones

Ademas de la teoria no retardada desarrollada en detalle en la seccion 2.5, hemos
desarrollado la teoria para poder calcular la respuesta dieléctrica en presencia de
retardamiento (seccion 2.4) y para sistemas no binarios, con tres o mas componentes.
También hemos extendido la teoria para poder calcular los campos electromagnéticos
microscopicos y a partir de ellos calcular propiedades no lineales. Estas extensiones
han sido incorporadas en el paquete Photonic.

27



3.3 Instalacion

Para instalar el paquete Photonic es necesario instalar primero el paquete PDL.
En un sistema linuz basta emplear el comando cpanm -look PDL desde una li-
nea de comandos. Debe leerse entonces el archivo INSTALLATION e instalar su lis-
ta de prerrequisitos manualmente para posteriormente invocar los comandos perl
Makefile.PL, make, make test ymake install. Posteriormente, el comando cpanm
Photonic instala de manera automatica nuestro sistema. Una vez instalado, el co-
mando perldoc Photonic da acceso al manual en linea.

4 Resultados

En esta seccion enumeraremos algunos de los resultados que hemos obtenido con la
teoria y codigos descritos arriba.

4.1 Dicroismo lineal y transmision extraordinaria

El punto de inicio de nuestros calculos es la funcion caracteristica B(r), consistente
en unos y ceros, dependiendo de si r se halla dentro del material B o A. Al dis-
cretizar el espacio real en 2D, B(r) se vuelve una representaciéon binaria de una
imagen pixelada. Por lo tanto, nuestro programa puede alimentarse literalmente de
una imagen pixelada de alto contraste. Esto permite manipular la imagen usando
herramientas graficas y calcular las propiedades opticas del sistema resultante. Tlus-
tramos esto con la fig. 15, en cuyo lado izquierdo mostramos un corte de una red
rectangular de agujeros cilindricos con seccién transversal eliptica en una matriz de
plata. Manipulamos graficamente la razéon de aspecto de la red, y la excentricidad
y orientacion de las elipses. En la figura hemos elegido el valor 2 para la razon de
aspecto de la red y escogimos 1.8 para la razon entre los semiejes de las elipses. En
el lado derecho mostramos el espectro de reflectancia a incidencia normal de una
pelicula delgada, de 100A de ancho, formada por este metamaterial. Mostramos dos
conjuntos de datos, pues el material es anisétropo. Para cierta polarizacion, casi ho-
rizontal, el material se comporta como un metal ordinario con una alta reflectancia,
cercana a R = 1. Sin embargo, para una polarizacién ortogonal, casi vertical hay un
espectro de reflectancia con un minimo profundo alrededor de Aiw = 2.4eV, en que
nuestra pelicula muestra un dicroismo extremo, i.e., casi toda la luz se refleja para
una polarizacion y casi nada para la polarizacion ortogonal.|21] El minimo de reflec-
tancia puede entonarse a través de toda la region visible mediante cambios pequenos
en la orientacion 6 de las elipses. El motivo del dicroismo extremo es que en la di-
reccion vertical los caminos conductores se hallan casi estrangulados, pero abiertos.
Por tanto, mientras que el sistema es un buen conductor para campos horizontales,
es un mal conductor para campos verticales y para campos que oscilan rapidamente
el sistema se comporta como un dieléctrico con resonancias relacionadas a los plas-
mones localizados en los cilindros. Por tanto, la permitividad en la direccién vertical
es negativa a bajas frecuencias (comportamiento metalico) pero positiva y con reso-
nancias a altas frecuencias (comportamiento dieléctrico). Interpolando entre ambos
comportamientos, para alguna frecuencia intermedia la respuesta empata con la del
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Figura 15: (Izquierda)Red rectangular con pardmetros de red L, = 2L, de aguje-
ros cilindricos con razéon de semiejes a = 1.8b en una matriz de plata. El semieje
mayor estd rotado § = 74° con respecto a la vertical. (Derecha arriba) Espectro de
reflectancia de una pelicula delgada de ancho 100Ailuminada normalmente por luz
linealmente polarizada a lo largo de los ejes principales del tensor dieléctrico, cuya
direccion se indica a la izquierda y a la derecha abajo. Como referencia, se muestra
la reflectancia de una pelicula homogénea con la misma cantidad de Ag (linea con-
tinua). (Derecha abajo) Direcciones principales del tensor dieléctrico.
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Dicroismo circular de peliculas de 100nm de ancho con parametros entonados para
maximizar el dicroismo a una frecuencia preestablecida (puntos).
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vacio y el material adquiere una transparencia extraordinaria, lo cual contrasta con
la alta reflectancia para una polarizacion ortogonal.

4.2 Dicroismo circular

En la fig. 16 mostramos un sistema formado por una red cuadrada de parejas de
agujeros en forma de prismas rectangulares en una pelicula delgada de Ag colocada
sobre un sustrato de vidrio. Los agujeros estan rellenos de un dieléctrico con permi-
tividad ¢,. El sistema esta parametrizado por el ancho W y alto H de los prismas y
por el desplazamiento relativo p entre cada pareja. Notamos que este sistema no tie-
ne simetria de reflexion a lo largo del plano, excepto para ciertos valores particulares
del desplazamiento y que, aunque simétrica, su respuesta dieléctrica macroscopica
es no hermitiana. Por lo tanto, los ejes principales en los que se diagonaliza el tensor
dieléctrico de esta estructura son en general complejos, los modos propios respec-
tivos corresponden a polarizaciéon eliptica y dependen en general de la frecuencia.
Podemos aprovechar estas caracteristicas del sistema para disenar varios dispositivos
opticos. Como el calculo resenado en la sec. 2.6 es muy eficiente, podemos calcular
espectros completos para cada una de las combinaciones de parametros que surjan
en una busqueda automatizada del 6ptimo de cualquier propiedad deseada. [22] Por
ejemplo, hemos hallado las combinaciones de parametros que nos permiten obtener
un maximo de dicroismo circular, la diferencia entre la absortancia de la pelicula
cuando es iluminada con polarizacion circular derecha e izquierda, y situarlo en cual-
quier frecuencia deseada.|22] En el lado derecho de la fig. 16 mostramos fragmentos
de los espectros de dicroismo obtenidos, mostrando que podemos entonar su maximo
a cualquier energia deseada en el espectro visible. Hacemos notar que el dicroismo
circular de los materiales naturales suele ser de apenas unas partes en mil, mientras
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que aqui hemos encontrado senales de orden uno.

4.3 Magnetismo

La permitividad obtenida de acuerdo al procedimiento descrito en la seccion 2.3
conduce a una permitividad que en general es no-local, es decir, €(k,w) depende
explicitamente del vector de onda k ademas de depender de la frecuencia w. Una
de las consecuencias esta no-localidad o dispersion espacial, es que la permitividad
incluye informacion sobre la respuesta magnética del sistema. Para entender como
un sistema no magnético adquiere propiedades magnéticas cuando se excita con un
campo eléctrico cuya longitud de onda es del orden de las otras escalas de distancia
del sistema, consideremos un cilindro metélico. Si iluminamos el cilindro con un
campo cuya longitud de onda fuese el doble del didmetro del cilindro, entonces el
campo eléctrico inducirfa corrientes en una direccién en la mitad del cilindro y en
la direccion opuesta en la otra mitad, i.e., induciria una corriente que circularia
alrededor del cilindro, generando un dipolo magnético de origen eléctrico.

Un procedimiento simple para extraer la respuesta magnética a partir de la dis-
persion espacial de la respuesta dieléctrica consiste en analizar la relacion de disper-
sion de las ondas electromagnéticas en el medio no local,

2 w?
k :€M<k7w)§7 (55)

donde por simplicidad ignoramos el caracter tensorial de € y vectorial de k. Hacemos
una expansion de Taylor
k% 92
er(k,w) = en(0,w) + 3@61\4(07@) +.. (56)
respecto al niimero de onda para k’s pequenas. El término lineal esta ausente de esta
expansion si el sistema es invariante frente a inversiones temporales. Sustituciéon en
la ec. (55) conduce aproximadamente a

k? 02 w?
2 _
/{Z = <6]V[(O,CU) + ?wEM(O,w)> g (57)
Despejando k? obtenemos
ev (0, w w?
k* = w2M(§2 ) R (58)
1 — 5 gmen(0,w) €
la cual podemos escribir como
2 w?

k= en(w)pn (W) (59)

donde definimos €);(w) como el limite local €y (k — 0,w) de la permitividad no
local, y donde identificamos la permeabilidad local

1
s (w) = - . (60)
1 - %da_]:zEM(Oa CU)
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Figura 17: (Izquierda) Red cuadrada de parejas de cilindros metélicos cortados (split
rings) anidados. Los cilindros estéan descritos por el modelo de Drude con frecuencia
de plasma w, = 20c/d, con d el parametro de red. (Derecha) Permeabilidad magné-
tica obtenida a partir de la dispersion espacial de la permitividad y a partir de un
modelo simple para cilindros con paredes infinitesimales pero con la misma conduc-
tividad superficial. Los radios internos y externos de los anillos metélicos son 0.26d,
0.32d, 0.34d, y 0.4d y estan interrumpidos por brechas de tamano 0.1d. Se emplearon
350 pares de coeficientes de Haydock en una reticula de 401 x 401 pixeles.

En la fig. 17 mostramos un sistema formado por una red cuadrada, de anillos con-
céntricos truncados. Calculamos con Photonic la permeabilidad no local del sistema,
y a partir de su dispersion espacial obtuvimos la permeabilidad magnética.[23] Del
lado derecho mostramos el espectro de la permeabilidad py/(w) como funcion de 1q
frecuencia normalizada gd = wd/c para un sistema de anillos metalicos, descritos por
una respuesta de Drude con frecuencia de plasma w, = 20c/d, con d el parametro
de red. Los radios internos y externos de los anillos son 0.26d, 0.32d, 0.34d, y 0.4d
y estan interrumpidos por brechas de tamano 0.1d. Los calculos fueron realizados
en una reticula de 401 x 401 pixeles y se emplearon 350 pares de coeficientes de
Haydock. Como referencia, se muestran resultados de un célculo simplificado para
una red de anillos infinitamente delgados pero con una conductividad superficial que
corresponde a los anillos s6lidos. Hay un buen acuerdo entre ambos resultados. Se
observa que alrededor de qd = 0.3 aparece una resonancia en la permeabilidad, arri-
ba de la cual adquiere valores negativos, por lo cual este sistema podria emplearse
para construir un metamaterial izquierdo.

4.4 Respuesta no lineal

Ademas de obtener la respuesta macroscopica, es posible obtener con una ligera ex-
tension del formalismo presentado arriba el campo eléctrico microscopico en el seno
de un metamaterial. El campo microscopico permite hacer calculos de propiedades
no lineales, tales y como la generacion de segundo armonico proporcional al cua-
drado del campo. En sistemas centrosimétricos, aquellos con simetria de inversion,
no se pueden llevar a cabo procesos cuadraticos, en los que se absorben dos foto-

32



Field Charge (p)

A 4 4 *Alllllll
I 4 7 T N O N N N Y W' |
4 v~ Y N O N N W'} orange p =0
4 » o g a <> % % b =————
L v 4 Ay e
L4 4 R S N i dark p < 0
Y | A*AAL\AAK
L OO O O VR l
by Yy :
TR SN A A bright p > 0
A~ ) Ay«»v(l‘l l l
| S ™ Y v > v v A4 44 )
Y v - A4 0 7 4 4 4 4 )
[N N N A 4 4 4 4 4 4 4 )
[ A4 A 44 d 3.0 eV
7 % - - [ S AR I
Alhaexf Ar o~
A4 «a 4 4 7§ Ty U~ orange p =0
\v\" A4 A v VYOV N y——
A A A A ATy VNN
444.4 A A4 Ay Y 7YY darkp<0
L 4 A 7y 1w4; |
vy 7y y oK a4 b >~
4 7 A b4 &S -~ v ¢ ! “
>>>.: :::A /SR bright p >0
z‘v‘) Yoy a b A A by l .
y K= ',ﬂl O
yy - y ¥ =\ A b b~

- & 5% | N N
:}«b JVVL % b < 3.4 eV

Figura 18: Magnitud y direccion del campo lineal microscopico (izquierda) y la densi-
dad de carga inducida (derecha) en un metamaterial formado por una red de agujeros
en forma de letra T en una matriz de Ag excitado por un campo polarizado en la
direcciéon vertical para dos frecuencias resonantes. El caracter dipolar y cuadrupolar
de las resonancias se advierte en los signos de la carga inducida y las direcciones del
campo.

nes y se emite un fotéon con la suma de sus energias. En particular, no se pueden
llevar a cabo procesos de generacion de segundo arménico, en que dos fotones de
frecuencia w se combinen entre si para dar lugar a un fotén de frecuencia 2w. Sin
embargo, en la vecindad de superficies estos procesos si estan permitidos, aunque
para superficies centrosimétricas, las contribuciones de distintas partes opuestas de
la superficie se cancelan mutuamente. Por esto es interesante calcular la respues-
ta no lineal de metamateriales formados por materiales centrosimétricos pero con
geometrias no centrosimétricas. Como un ejemplo,[24] en la fig. 18 mostramos el
campo lineal microscopico y la densidad de carga inducida en una red de agujeros
no centrosimétricos con forma de letra T en el seno de una pelicula de Ag. Debido
a la no homogeneidad del campo lineal, en este sistema se induce una polarizacion
cuadratica que oscila en el segundo armonico, como ilustra la fig. 19 para diversas
direcciones de polarizacion del campo lineal macroscopico y diferentes frecuencias.
Notamos que los patrones no lineales son simétricos, como el sistema, ante una
reflexion y <> —y cuando el campo FE,; apunta en las direcciones & o y, pero que
esta simetria se pierde cuando el campo apunta en otras direcciones como la & + y.
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Figura 20: Distintas componentes de la susceptibilidad no lineal para generacion de
segundo armonico x;;; para el sistema descrito en la figura 18 como funcion de la
energia de los fotones fundamentales. Distintas curvas corresponden a las contribu-
ciones de zonas a distintas distancias de la superficie.
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A partir de la polarizaciéon no lineal podemos calcular todas las componentes del
tensor de susceptibilidad no lineal del metamaterial y podemos optimizarlo a través
de los parametros geométricos del sistema. En la fig. 20 mostramos las componentes
Xijk(w, w; 2w) no nulas de la susceptibilidad cuadratica para la generacion de segundo
armonico en el sistema. La susceptibilidad tipica de un material no centrosimeétrico
es del orden de 1/neap, donde n es la densidad de niumero atéomica, e la carga del
electron y ap el radio de Bohr. Nuestros resultados muestran que un metamaterial
hecho de componentes centrosimétricas pero con una geometria no centrosimétrica
puede alcanzar en resonancia susceptibilidades del orden de 100/nea, con a el pa-
rametro de red. Por lo tanto, para materiales nanoestructurados, la respuesta no
lineal de nuestros metamateriales puede ser competitiva con la de los materiales no
lineales usuales.

5 Conclusiones

En este trabajo hemos presentado una introduccion a los metamateriales y a algunas
de sus miltiples propiedades, algunas exdticas, y aplicaciones. Luego desarrollamos
una teoria basada en la identificacion de operadores cuyo promedio tiene significado
fisico y a partir de los cuales podemos obtener las funciones respuesta macroscopicas
del sistema y sus propiedades opticas. También presentamos el método recursivo de
Haydock, el cual aprovecha una analogia entre el calculo de funciones respuesta ma-
croscopicas vy funciones de Green proyectadas para obtener algoritmos computacio-
nales muy eficientes. Los diversos métodos desarrollados han sido implementados en
paquetes computacionales modulares que han sido puestos en el dominio piblico.
Como algunos ejemplos de su uso, presentamos el calculo, diseno y optimizacion de
propiedades 6pticas lineales y no lineales como son la transmitancia extraordinaria,
el dicroismo lineal, el dicroismo circular, las resonancias magnéticas y la generacion
de segundo armonico.
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