Metamateriales hiperbolicos

W. Luis Mochéan

11 de octubre de 2021

1. Introduccién

Un metamaterial es un sistema artificial formado por particulas intercala-
das de dos o mas materiales ordinarios. Su estudio ha adquirido importancia
pues sus propiedades Opticas pueden diferir sustancialmente de las propie-
dades de cada una de sus componentes, e incluso, pueden ser propiedades
exdticas que no existen en los materiales ordinarios. El proposito de estas
notas es estudiar las propiedades de uno de los metamateriales més simples,
una superred formada por la alternancia de dos peliculas. Cuando una de las
peliculas es metalica y la otra aislante y bajo ciertas aproximaciones, el me-
tamaterial puede tratarse como un medio homogéneo pero con propiedades
dieléctricas anisotrépicas, como si fuera un cristal uniaxial. En particular, a
bajas frecuencias la respuesta es de caracter metalico en la direccién normal
a la superficie y aislante en la direccién perpendicular. Por ello, la relacion de
dispersién de los modos propios correspondientes a los rayos extraordinarios
de los materiales uniaxiales, es de caracter hiperbélico en lugar de eliptico.
Esto tiene consecuencias interesantes como el corresponder a una densidad
infinita de estados foténicos. En las presentes notas desarrollaremos la teoria
de medio efectivo que describe este metamaterial, obtendremos expresiones
para sus modos propios electromagnéticos de bulto y de superficie, desarro-
llaremos cédigos computacionales para su calculo y haremos un anélisis de
los resultados para un modelo sencillo. '

!Estas notas fueron preparadas usando el modo Org del editor emacs y exportadas a
LaTex para generar el archivo pdf. Los codigos fueron programados en el lenguaje Perl y
su ampliaciéon numérica Perl Data Language.



2. Medio efectivo

2.1. Teoria

Consideremos una superred metal-aislante formada por peliculas alter-
nadas a y b de anchos d, y d con funciones dieléctricas €, y €,. Me interesa
el caso en que uno de los dos materiales, digamos a es un metal y el otro,
digamos b es un dieléctrico. Me interesa calcular el plasmoén de superficie del
sistema. Como una primera aproximacion, estudiaremos el caso en que d, y
dp son muy pequenos.

Cuando las peliculas que conforman al sistema son muy delgadas compa-
radas con otras distancias relevantes como podrian ser la longitud de onda
del campo o la distancia de penetraciéon en cada uno de los materiales, la
respuesta macroscopica del sistema puede hallarse de manera muy sencilla
haciendo las siguientes consideraciones: Las proyecciones Fj y D, del campo
eléctrico y del campo magnético son continuas al atravesar cada interfase, y
estos campos son practicamente constantes al atravesar cada pelicula delga-
da. Por lo tanto puedo identificar estos campos como campos macroscopicos,
i.e.,

Ey=E}", Dy =E. (1)

Por lo tanto, podemos escribir

Dy =e(2)E|(z) = e(z)Eﬁw, EL=€¢'(2)D.(2) = e(lz)Df[7 (2)

ignorando la variacién espacial de los campo macroscopicos a lo largo de un
periodo, donde

, en las capas a
e(z) = g TR (3)
€y, en las capas b

Promediando las ecs. (2) obtenemos los campos macroscopicos

DI = (D) = (e(=)E{") = (e(2)) B},

de donde podemos identificar la respuesta macroscopica

el = (€) = faka + foes, le:<1>:fa+fb’ (5)
el €(2) €a €

donde f, =d,/dy fp = dp/d son las fracciones de llenado de los materiales
ayb.



Como ejemplo, supongamos que a es un metal descrito por el modelo de
Drude

SN

€ =1—

, (6)

y que b es un dieléctrico con una funcién dieléctrica constante. Entonces,

Ew‘ €

M %2,
& = fa =+ foev — faﬁ
M_ Ja€jw?l/(faeo + fo)? (7)
R R T
Puedo reescribir estas ecuaciones como
2
GﬁV[:ﬁﬁ‘)—%a eyzef+ﬂ, (8)
0L
donde _ N .
€ = fo + foep, €T Zm, 9)

son las respuestas asintoticas a alta frecuencia,

2,2
2 2 2 fagywp
P20 P08 (faew + fi)?
son analogos a la frecuencia de Drude \/4mne?/m, con n la densidad de
portadores de masa m y carga e en el modelo lorentziano, y

2 Jo 2
w2 o= 20 2 11
L7 fuer+ fo P (1)

es una frecuencia de resonancia.

Notamos que la respuesta en la direccion paralela es como la respuesta de
un conductor, pero con una respuesta de alta frecuencia distinta de 1, debido
a la contribucion del aislante, y con una frecuencia de Drude disminuida
debido a la fraccién de llenado metéalica. El cero de esta respuesta se halla

en
Ja
U=\ Tk e (12)

Comparando con la ec. (11) notamos que para la fraccion de llenado f, =
fo = 0,5 el polo de ef coincide con el cero de eﬁw.



Por otro lado, la respuesta en la direcciéon perpendicular es como la de un
aislante pero con una resonancia en wg | . El sistema es aislante a bajas fre-
cuencias pues los dieléctricos impiden el paso de carga en la direccién normal
a las interfaces, pero tiene una resonancia asociada al movimiento colectivo
de carga en la direccién normal dentro de la pelicula metalica: electrones
acumulados en una interface son acelerados hacia la interface opuesta hasta
que su acumulacion en esta frena su movimiento e inicia un movimiento hacia
la interface original, produciendo un movimiento. Para una pelicula aislada
en el vacio, la frecuencia natural seria la frecuencia de plasma w,, pero en
este sistema se ve modificada por polarizaciéon del dieléctrico. Curiosamente,
ef = 0 en la frecuencia wr,| = wy, al igual que el metal homogéneo.

En resumen, una superred de periodo pequeno se comporta como un
sistema homogéneo pero anisotrépico, con respuestas diferentes a lo largo de
las interfaces y en la direccidon perpendicular. En el caso de una superred
conductor-aislante, la respuesta es como un conductor de menor densidad a
lo largo de la superficie y como un aislante con una resonancia lorentziana
en la direccién perpendicular.

2.2. Cobdigo

A continuacion presento un codigo para calcular las funciones respuesta
discutidas arriba. Iniciamos cargando los encabezados usuales y los paquetes
requeridos.

use vb5.12;

use warnings;

use Getopt::Long;

use I0::Prompter;

use PDL;

use PDL::NiceSlice;

use PDL::Graphics::Gnuplot;

Figura 1: paquetes
Declara e inicializa los parametros,

my $wp; # frecuencia de plasma medio a

my $epsb; # funcidén dieléctrica del medio b

my $fa; # fraccidn de llenado del metal

my ($wmin, $wmax, $Nw); # frecuencias minima, maxima y nimero
my ($e0, $el); # Minimum and maximum epsilons to plot

my $options=q(



‘wp=f’=>\$uwp, # frecuencia de plasma medio a
’epsb=f ’=>\$epsb, # funcidén dieléctrica del medio b
‘fa=f’=>\$fa, # fraccidén de llenado del metal
>wmin=f ’=>\$wmin, ’wmax=f’=>\$wmax, ’Nw=1i’=>\$Nw, # frecuencias minima, médxima y !
’e0=1’=>\$e0, ’el=f’=>\$el, # Minimum and maximum epsilons to plot
)3
my %options=(eval $options);
die "Error en definicién de opciones; $0" if $0;
GetOptions(%options) or usage($options, "Opciones errdneas");
usage ($options, "Faltan parametros")
unless List::Util::all {defined $_} ($wp, $epsb, $fa, $wmin, $wmax, $Nw);
usage($options, "La fraccidén de llenado debe estar entre O y 1") unless 0<=$fa<=1;
my $fb=1-$fa; # fraccion de llenado del aislante.
my $w=zeroes($Nw)->xlinvals($wmin,$wmax); # Arreglo de frecuencias
my $epsa=1-Bup**2/$w**2; # Drude

Figura 2: inicializa
Necesitamos una rutina para explicar el uso si hubiera un error.

sub usage {
my ($options, $message)=Q_;
say $message if defined $message;
say $options;
exit 1;

Figura 3: uso
Calcula la respuesta macroscopica,

# calcula la respuesta directamente

my $eM_par=$fa*$epsa+$fb*$epsb;

my $eM_perp=1/($fa/$epsa+$fb/$epsb);

# # verifica calculédndola mediante las expresiones lorentzianas
# my $e_par_inf=$fa+$fb*$epsb;

my $e_perp_inf=$epsb/($fa*$epsb+$fb);

my $wD2_par=$fa*x$up**2;

my $wD2_perp=$fa*($epsb*$up/ ($fa*x$epsb+$fb))*x*2;

my $w02_perp=$£fb/($fa*xPepsb+$fb) *Fup**2;

my $eM_paril=$e_par_inf-$wD2_par/$uwx*2;

my $eM_perpl=$e_perp_inf+$wD2_perp/($w02_perp-$u**2);

H H OHF B H =



Figura 4: calcula
Grafica los resultados

my $gw=gpwin() ;

my $S="{/Symbol %s}";

$gw->plot ({title=>sprintf ("Respuesta macroscépica ${S}t_p=is ${S}_b=¥s f_a=ls f_b=is",
'w?, $wp, ’e’, $epsb, $fa, $£fb),
ylabel=>’{/Symbol e}"M’, xlabel=>’Frecuencia {/Symbol w}’,
yrange=>[$e0,$el], xzeroaxis=>1},
{legend=>’par’, with=>’lines’,}, $w, $eM_par,
{legend=>’perp’, with=>’lines’,}, $w, $eM_perp,
# {legend=>’par alt’, with=>’lines’,}, $w, $eM_paril,
# {legend=>’perp alt’, with=>’lines’,}, $w, $eM_perpl,

);

prompt -single, -void, "Listo?";

Figura 5: grafica
Finalmente, coloca todo junto.

#Calcula la respuesta macroscdpica de una superred metal aislante.
<<paquetes>>

<<inicializa>>

<<calcula>>

<<grafica>>

<Luso>>

Figura 6: todo

2.3. Resultados

Corrimos el programa 6 como en la fig. 7, normalizando las frecuencias a
la frecuencia de plasma indicando una funcién dieléctrica €, = 2, y haciendo
calculos para 1000 frecuencias entre .1 y 3.5, empleando momentos angulares
1=0,1,...10.

./epsilonM.pl -wp=1 -epsb=2 -fa= .5 -wmin=.01 -wmax=2 -Nw=100\
-e0=-40 -e1=40

./epsilonM.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.25 -wmin=.01 -wmax=2 -Nw=100\
-e0=-40 -e1=40

./epsilonM.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.75 -wmin=.01 -wmax=2 -Nw=100\
-e0=-40 -e1=40



Figura 7: Ejecuciéon del programa 6.

En la fig. 8 mostramos las respuestas macroscopicas e‘]‘\/l y ef para una
superred hecha de un metal de Drude con w, = 1 y un dieléctrico con ¢, =
2 con fracciones de llenado simétricas f, = fp, = 0,5. Verificamos que la
respuesta es metdlica en la direccion paralela y dieléctrica en la direccién
perpendicular. En esta dltima hay una resonancia que coincide con el cero

de la respuesta paralela, y hay un cero en wj,.

Respuesta macroscopica wp=1 =2 f3=.5 f,=0.5
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Figura 8: (—:|M v ey para una superred metal-aislante con w, =1, ¢ = 2y
con fracciones de llenado f, = f, = 0,5.

La fig. 9 es analoga a la fig. 8 pero con una fracciéon de llenado menor
para el metal y mayor para el dieléctrico, f, = 0,25 y f, = 0,75. En este
caso hay dos regiones, w < 0,38w, y w > 0,79w, en las que una o la otra
respuesta es negativa, mientras que en la region 0,38w, < w < 0,79w, ambas
respuestas son positivas. La fig. 10 es analoga a las dos anteriores pero con
una fraccién de llenado mayor para el metal, f, = 0,75 y f, = 0,25. En este
caso, para w < 0,38w, una de las respuestas es negativa y la otra positiva,
y para w > w, ambas son positivas, pero para 0,38w, < w < w, ambas
funciones dieléctricas son negativas.



Respuesta macroscépica wp=1 gp=2 f3=.25 f,=0.75
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Figura 9: eﬁ/f v eﬂ‘_/[ como en la fig. 8 pero ;0,25 y fp = 0,25.



Respuesta macroscépica wp=1 gp=2 f3=.75 f,=0.25
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Figura 10: eﬁ/f y eﬂ‘_/[ como en la fig. 8 pero f, = 0,75y f, = 0,25.



3. Modos propios

En la seccién anterior vimos que una superred con un periodo muy pe-
queno puede describirse como un material homogéneo anisotrépico con una
At M : M
respuesta dieléctrica paralela € v una respuesta perpendicular €, en ge-
neral distintas.

3.1. Bulto

Consideremos una onda con polarizacion TM que se propaga con frecuen-
cia w y con vector de onda k. La ecuacién de onda para el campo eléctrico
puede escribirse como

kx (kx E)=—¢’D, (13)

donde abreviamos ¢ = w/c y omitimos el indice M para denotar macros-
copico por ya no ser necesario. Escribiendo D = ¢ By DL = e E| y
desarrollando el triple producto vectorial, podemos reescribir la ec. (13) co-
mo la ecuacién matricial

ki — €||q2 —kJ_kH EH
=0, 14
( —kLk‘” kﬁ—equ E| (14)
Los modos propios de la superred estan dados entonces por los ceros del
determinante,
E —e®? —k k
det (" ) ly)=0 15
e(—hk K —e1q? ’ (15)
lo cual se puede escribir como
K2 ki
Lo (16)
6” €J_

3.2. Superficie

Consideremos una superred semiinfinita, cortada a lo largo de sus inter-
faces. Consideremos una onda que incide desde el vacio con un vector de
onda k' y frecuencia w = gc, y llamemos @ a su proyeccién sobre la inter-
face QQ = k:ﬁ, la cual, por conservacién del impetu es igual a la proyeccion
kﬁ = @ del vector de onda k' de la onda transmitida. Las componentes
perpendiculares estdn dadas entonces por

2

(K)? =" - Q% (k) =¢d* - Iy (17)
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A partir de la ecuacién de Ampére-Maxwell podemos obtener la impedancia
superficial para las ondas incidente y transmitida

< e k' c

7'= ==, Z'=— (18)

w '’ €w
De aqui podemos obtener la amplitud de reflexion r, = (Z!— 2% /(Zi+ Z%) y
los plasmones polaritones de superficie, dados intrinsicamente por Z! + Zt =
0. Sustituyendo la ec. (18) tenemos

k‘j_ = —EHk‘i. (19)

Elevando al cuadrado ambos lados de esta ecuacion, sustituyendo la ec. (17)
y despejando Q? obtenemos
o _ (g —Derw?

€||€J_ -1 62 ' (20)
Podemos verificar que en el caso isotropico €| = €, = € esta ecuacion se
reduce al resultado usual Q2 = (¢/(e + 1)w?/c%.

Es importante notar que al elevar al cuadrado la ec. (19) aparecen en la
misma soluciones de la ecuacién k’i = e”ki que no describen a un plasmoén-
polaritén de superficie, sino més bien, a la condicién de Brewster de tener
reflectancia cero.

Para el limite no retardado, cuando ¢Q — oo, podemos obtener la fre-
cuencia asint6tica a partir del cero del denominador de la ec. (20), ¢ey = 1.
Despejando w obtenemos

, 20fa—fotfy— /I GUS -2f)

w =
P (€ = 1) fs

2
w,
y 21
SRR

3.3. Cobdigo. Modos de bulto.

A continuaciéon elaboraremos un programa para graficar la relacion de
dispersién en el bulto de una superred metal-aislante.

Empezamos con encabezados y paquetes, para lo cual tomaremos pres-
tado el de la fig. 1. Luego declaramos e inicializamos los parametros.

my $wp; # frecuencia de plasma medio a

my $epsb; # funcién dieléctrica del medio b

my $fa; # fraccidén de llenado del metal

my ($wmin, $wmax, $Nw); # frecuencias minima, maxima y nimero

11



my ($Qmin, $Qmax, $NQ); # vector de onda paralelo minimo y maximo
my ($k0, $k1); # rango de k’s para graficar
my $options=q(
*wp=f’=>\$wp, # frecuencia de plasma medio a
’epsb=f’=>\$epsb, # funcidén dieléctrica del medio b
‘fa=f’=>\$fa, # fraccién de llenado del metal
‘wmin=f’=>\$wmin, ’wmax=f’=>\$wmax, ’Nw=i’=>\$Nw, # frecuencias minima, méxima y ;
’Qmin=f’=>\$Qmin, ’Qmax=f’=>\$Qmax, ’*NQ=£’=>\3$NQ, # vector de onda paralelo minim
*k0=£’=>\$k0, ’k1=£f’=>\$k1, # rango de k’s para graficar
)3
my %options=(eval $options);
die "Error en definicidén de opciones; $@" if $0;
GetOptions(joptions) or usage($options, "Opciones errdneas");
usage ($options, "Faltan pardmetros")
unless List::Util::all {defined $_} ($wp, $epsb, $fa, $wmin, $wmax, $Nw, $Qmin,
usage($options, "La fraccidén de llenado debe estar entre O y 1") unless 0<=$fa<=1;
my $fb=1-$fa; # fraccion de llenado del aislante.
my $w=zeroes($Nw)->xlinvals($wmin,$wmax); # Arreglo de frecuencias
my $c=1;
my $9=%w/$c; # nlimeros de onda en el vacio. Supongo c=1
my $Q=$NQ>=27zeroes($NQ)->xlinvals($Qmin, $Qmax)
:pd1([$Qmin]); # Arreglo de vectores paralelos
my $epsa=1-$wp**2/$w**2; # Drude

Figura 11: inicializal
Calcula la respuesta macroscopica reciclando el cédigo de la fig. 4, y la
emplea para obtener la relacion de dispersion del bulto usando las ec. (16).

my $k_perp=sqrt (($eM_par* ($q**2-$Q->dummy(0)**2/$eM_perp) ) ->r2C) ->re;

Figura 12: reldisB
Grafica el resultado.

my $gw=gpwin();

my $S="{/Symbol %s}";

$gw->plot ({title=>sprintf("Relacién de dispersidn normal ${S}_p=Vs ${S}_b=ls f_a=¥s f_
‘w?, $up, ’e’, $epsb, $fa, $fb, $Qmin, $Qmax),
xlabel=>’Vector de onda k~M_{perp}’, ylabel=>’Frecuencia {/Symbol w}’,
xrange=>[$k0,$k1],
xzeroaxis=>1},

12



with=>’lines’, $k_perp, $w,);
prompt -single, -void, "Listo?";

Figura 13: grafical
Finalmente, coloca todo junto.

#Calcula la respuesta macroscdpica de una superred metal aislante.
<<paquetes>>

<<inicializal>>

<<calcula>>

<<reldisB>>

<<grafical>>

<<uso>>

Figura 14: todo

3.4. Resultados: Relaciéon de dispersiéon de bulto

Podemos correr el programa como en la fig. 15.

./reldisB.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.5 -wmin=.01 -wmax=3 -Nw=100 -Qmin O \
-Qmax=1 -NQ=10 -k1 4

./reldisB.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.25 -wmin=.01 -wmax=3 -Nw=100 -Qmin O \
-Qmax=1 -NQ=10 -k1 4

./reldisB.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.75 -wmin=.01 -wmax=3 -Nw=100 -Qmin O \
_Qmax=1 -NQ=10 -k1 4

Figura 15: corridal

Para la superred simétrica el resultado se ve en la fig. 16 para distintos
valores de Q. Para () = 0 hay propagacion empezando en wy| =~ 0,58w,
y continda ascendiendo como una hipérbola. Al aumentar ) aparece un
cambio cualitativo. El modo tiene una asintota @ — 0o en w = w, y tras
una pequena brecha prohibida reaparece como una nueva hipérbola con una
frecuencia w > wy, para k| = 0. Ademés aparece un nuevo modo de frecuencia
baja con velocidad de grupo negativa. Para ilustrar este comportamiento, en
la fig. 17 mostramos sélo una de las curvas de la fig. 16.

Podemos entender este resultado a partir de la fig. 8 y la relacion de
dispersion (16). Como en este caso una funcion dieléctrica es negativa y la
otra positiva para w < wp, por lo que la dispersién es hiperbélica, pero los
papeles de €]y €L se intercambian en la resonancia wy, . Por ello hay dos

13



Relacion de dispersion normal wp=1 g,=2 f3=.5 fp=0.5 Q=0..1

3 T T T T T

Frecuencia w

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Vector de onda k""';j,e,-l._-_l

Figura 16: Relacion de dispersion k| vs. w para diversos valores del vector
de onda paralelo @ = 0.,1.
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Relacion de dispersion normal wp=1 £,=2 f3=.5 f,=0.5 Q=1..1

3 T T T T T

15 | — :

Frecuencia w
\

05 fF R

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

vector de onda kMperp

Figura 17: Relacién de dispersion k| vs. w para un solo valor de Q = 1.

soluciones abajo de w,. Arriba de w, ambas funciones respuesta son positivas
y el material se comporta como un medio uniaxial transperente usual.

En la fig. 18 mostramos la relaciéon de dispersion de los modos de bulto
para el caso f, = 0,25. El resultado es similar al de la fig. 16 aunque ahora
wr| no coincide con wp y entre ambas aparece otra regiéon en que ambas
funciones respuesta son positivas. En este caso, la frecuencia de las tres ra-
mas incrementan su frecuencia el limite k; — 0 al incrementar @, y la rama
de enmedio no toma un valor fijo como la de la fig. 16. Sin embargo, en wq
hay un polo de ej\f , por lo que todas las curvas se degeneran en esta frecuen-
cia. Arriba de wq,, ET <0< 6]|‘4 y k1 diverge conforme nos acercamos a
wr 1 = wp. Finalmente, arriba de esta frecuencia ambas funciones respuesta
son positivas y la dispersion se vuelve similar a la de la figura 16 Notamos
que la banda inferior para Q’s grandes se traslapa con la banda intermedia
para (Q’s pequenas.

En la fig. 19 mostramos la relaciéon de dispersion de los modos de bulto
para el caso f, = 0,75.

El resultado es de nuevo similar al de la fig. 16. Ahora wr > woL ¥y
entre ambas hay una regién donde ambas respuestas son negativas y no

15



Relacion de dispersion normal wp=1 g,=2 f3=.25 f,=0.75 Q=0..1
2.5 T T T T T

Frecuencia w

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Vector de onda k""';j,e,-l._-_l

Figura 18: Relacion de dispersién k; vs. w como en la fig. 16 pero para una
fraccion de llenado f, = 0,25.
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Relacion de dispersion normal wp=1 g,=2 f3=.75 f,=0.25 Q=0..1
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Vector de onda k""';j,e,-l._-_l

Figura 19: Relacion de dispersién k; vs. w como en la fig. 16 pero para una
fraccion de llenado f, = 0,75.
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puede haber propagaciéon. Por ello, en este caso no se tocan y menos atin se
traslapan las dos bandas inferiores. Como en la fig. 16, el limite de w cuando
k L— 0 en la banda de enmedio no depende de Q.

3.5. Cobdigo: Curvas de nivel

El comportamiento de las relaciones de dispersién mostrado en la seccién
anterior puede entenderse a partir del estudio de sus curvas de nivel, i.e., las
lineas en el espacio k|, k1 en las que w es constante. Para graficarlas hacemos
el siguiente codigo. Tomamos prestada el codigo la figura 1. Mostramos en
la figura el c6digo para declarar e inicializar variables es.

my $wp; # frecuencia de plasma medio a
my $epsb; # funcidén dieléctrica del medio b
my $fa; # fraccién de llenado del metal
my ($wmin, $wmax, $Nw); # frecuencias minima, mixima y nimero
my ($kmax, $Nk); # vector de onda méximo, nimero de k’s
my $options=q(
‘wp=f’=>\$wp, # frecuencia de plasma medio a
’epsb=f ’=>\$epsb, # funcidén dieléctrica del medio b
‘fa=f’=>\$fa, # fraccidén de llenado del metal
>wmin=f ’=>\$wmin, ’wmax=f’=>\$wmax, ’Nw=i’=>\$Nw, # frecuencias minima, méxima y !
‘kmax=f’=>\$kmax, ’Nk=i’=>\$Nk, # vector de onda maximo, numero de k’s
)3
my %options=(eval $options);
die "Error en definicidén de opciones; $@" if $0;
GetOptions(joptions) or usage($options, "Opciones errdneas");
usage ($options, "Faltan pardmetros")
unless List::Util::all {defined $_} ($wp, $epsb, $fa, $wmin, $wmax, $Nw, $kmax,
usage($options, "La fraccidén de llenado debe estar entre O y 1") unless 0<=$fa<=1;
my $fb=1-$fa; # fraccion de llenado del aislante.
my $w=$Nw>=27zeroes($Nw)->xlinvals($wmin, $wmax) # Arreglo de frecuencias
:pdl([$wmin]);
my $Q=zeroes($Nk)->xlinvals(-$kmax,$kmax); # Arreglo de Q’s
my $c=1;
my $q=$%$w/$c; # nimeros de onda en el vacio. Supongo c=1
my $epsa=1-$wp**2/$w**2; # Drude

Figura 20: inicializa3
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Calcula la respuesta macroscopica reciclando el codigo de la fig. 4, y
empléala para despejar k; a partir de la relacién de dispersion del bulto
usando las ec. (17).

my $k_perp=sqrt($eM_par*($q**2-$Q->dummy (0) **2/$eM_perp) ) ->mv(1,0); # [Q,w]

Figura 21: kperp
Grafica el resultado.

ny $gw=gpwin();
my $k_perp_full=append(-$k_perp(-1:0),$k_perp);
my $Q_full=append($Q(-1:0),$Q);
my $S="{/Symbol %s}";
$gw->plot ({title=>sprintf(
"Curvas de nivel rel. de dispersién normal ${S}_p=Vs ${S}_b=Vs f_a=Ys f_b=is
. "${S}_{min}=Ys ${S}_{max}=Ys",
‘w?, $wp, ’e’, $epsb, $fa, $fb, ’w’, $wmin, ’w’, $wmax),
xlabel=>’Vector de onda k_{par}’,
ylabel=>’Vector de onda k_{perp}’,
xrange=>[-$kmax, $kmax] ,
yrange=>[-$kmax, $kmax],
justify=>1},
with=>’lines’, $Q_full, $k_perp_full);
prompt -single, -void, "Listo?";

Figura 22: grafica3
Finalmente, coloca todo junto.

#Calcula la respuesta macroscdpica de una superred metal aislante.
<<paquetes>>

<<inicializa3>>

<<Lcalcula>>

<<kperp>>

<<grafica3>>

<<uso>>

Figura 23: todo3

3.6. Resultados: Cuvas de nivel

Corrimos el co6digo como en la fig. 24
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./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.5 -wmin=.1 -wmax=.55 -Nw=10 -kmax=4 -Nk=1000
./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.5 -wmin=.6 -wmax=.999 -Nw=11 -kmax=4 -Nk=1000
./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.5 -wmin=1.01 -wmax=3 -Nw=10 -kmax=4 -Nk=1000
./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.25 -wmin=.1 -wmax=.35 -Nw=10 -kmax=4 -Nk=1000
./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.25 -wmin=.4 -wmax=.76 -Nw=10 -kmax=4 -Nk=1000
./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.25 -wmin=.8 -wmax=.999 -Nw=10 -kmax=4 -Nk=1000
./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.25 -wmin=1.1 -wmax=3 -Nw=10 -kmax=4 -Nk=1000
./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.75 -wmin=.78 -wmax=.999 -Nw=10 -kmax=4 -Nk=1000
./nivel.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.75 -wmin=1.1 -wmax=3 -Nw=10 -kmax=4 -Nk=1000

Figura 24: corrida3
En la figura 25 mostramos algunas curvas de nivel k(w) correspondientes
a frecuencias bajas omega < wr| = wpy. Notamos que las curvas son hipér-
bolas que se abren a derecha e izquierda. Esto se debe a que en esta regién

Curvas de nivel rel. de dispersion normal wp=1 £,=2 f3=.5 f,=0.5Wnin=.1 Wmax=.55

4 T LI i T T T T

Vector de onda kperp

a 1 1 A 1 A Al 1

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

Vector de onda kpar

Figura 25: Curvas de nivel k(w) para algunas frecuencias bajas w < wr| =
wp para el mismo sistema que en la figura 8, w, =1, e = 2, fo = fp = 0,5.

€| < 0 mientras que e, > 0. Conforme la frecuencia disminuye, las curvas

tienen asintotas més verticales, y por tanto k£, toma valores mayores, como
muestra la parte inferior de la figura 16.
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Las hipérbolas se convierten en lineas horizontales conforme nos acerca-
mos a wr| = woL ~ 0,578, donde ambas funciones cambian de signo y las
curvas de nivel cambian a hipérbolas que abren hacia arriba y abajo, como
ilustra la figura 26. Las de frecuencia més baja son horizontales, y por eso
la frecuencia correspondiente a k; ~ 0 no depende del valor de $k_\|, como
muestra la parte intermedia de la fig. 16. Conforme aumenta la frecuencia

Curvas de nivel rel. de dispersion normal wp=1 £,=2 f3=.5 f,=0.5Wip=.6 Wrzx=.999

4 DL T T T N T

Vector de onda kperp
|
|
|
|
|

-4 A B | 1 1 Lo g

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Vector de onda kpar

Figura 26: Curvas de nivel como en la figura 25 pero para frecuencias
$wL\|:w0L<w<wp:wLJ_.

la relacion de dispersiéon converge a dos lineas verticales en w = wy, por lo
que k, diverge. Pasando dicha frecuencia, €, se vuelve positiva y las curvas
de nivel se convierten en elipses, como muestra la fig. 27 . correspondiente
la parte alta de la figura 16. Las figura 28 es anéloga a la fig. 25 pero para
una fraccion de llenado metalica menor, f, = 0,25. Esta figura es cualitati-
vamente similar a la fig. 25, con hipérbolas que abren a derecha e izquierda
que se degeneran en una linea recta vertical a bajas frecuencias y en dos
lineas rectas horizontales alrededor de wy). Estas curvas corresponden a la
parte baja de la figura 18. Para frecuencias arriba de wy) ambas respuestas
se vuelven positivas y las curvas de nivel se convierten en elipses, como en
la fig. 29, correspondiente a la parte intermedia de la fig. 18. Conforme nos
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Curvas de nivel rel. de dispersion normal w=1 g,=2 f3=.5 fp=0.5WmiR=1.01 Wmzx=3

4 T T T T T T T

Vector de onda Kperp
o
T

Vector de onda kpar
Figura 27: Curvas de nivel como en la figura 25 pero frecuencias w > w.

acercamos al polo wgy| de eﬁ/f estas elipses degeneran en dos lineas horizon-
tales, que corresponden al punto donde se cruzan todas las curvas en la fig.
18. En la region wp| <w <wp =wri, € <0< eﬂ”, las curvas de nivel son
hipérbolas como en la figura 26 y la relacion de dispersion en la fig. 18 es
similar a la regién intermedia de la figura 16.
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Curvas de nivel rel. de dispersion normal wp=1 gp=2 f3=.25 fy;=0.75Wmin=-1 Wmzx=.35

4

Viector de onda kperp

Wector de onda kpar

Figura 28: Curvas de nivel, como en la fig. 25, pero para una fraccién de
llenado f, = 0,25 y para frecuencias w < wp|.
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Curvas de nivel rel.

de dispersion normal wp=1 ;=2 f3=.25 f,=0.75Wmin=-4 Wyax=-76

4

Vector de onda kperp

Figura 29: Curvas de
wol -

-3 -2 -1 0 1 2

Vector de onda kpar

nivel como en la fig. 28 pero
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Curvas de nivel rel. de dispersion normal wp=1 £,=2 f3=.25 f=0.75Wmjn=.8 Wmnzx=.999

4 LI T T T LI T DL

Vector de onda Kperp
o
T

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

Vector de onda kpar

Finalmente, para w > w, = wr,| ambas respuestas son positivas, las curvas
de nivel son elipses, como muestra la fig. 30 y la relacién de dispersion en la
parte superior de la fig. 18 es cualitativamente similar a la correspondiente
de la fig. 16.

Por 1ltimo, en las figuras 31, 32, y 33 mostramos las curvas de nivel para
una fraccion de llenado metélica relativamente alta f, = 0,75. Estas curvas
corresponden a las regiones w < wq , wr <w <wpl =Wwp ywrl =wp <w
y las curvas de nivel son similares a las de las figuras 25, 26 y 27. Sin embargo,
en la region wow < wr) ambas funciones dieléctricas son negativas y aparece
una brecha prohibida, como podemos apreciar en la fig. 19, y que no aparece
en los casos anteriores.

3.7. Cobdigo: Modos de superficie

A continuacion elaboraremos un programa para graficar la relacion de
dispersiéon de los plasmones polaritones de superficie de una superred metal-
aislante.

De nuevo, tomamos los encabezados y paquetes prestados de la fig. 1.
Luego declaramos e inicializamos los parametros.

my $wp; # frecuencia de plasma medio a
my $epsb; # funcidén dieléctrica del medio b
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Curvas de nivel rel. de dispersion normal wp=1 £,=2 73=.25 fy=0.75Wmin=1.1 Wmax=3

4 T T T T =T T T

Vector de onda Kperp
o
T

Wector de onda kpar

Figura 30: Curvas de nivel como en la fig. 28 pero a frecuencias w, = wr,| <
w.
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Curvas de nivel rel. de dispersion normal wp=1 g,=2 f3=.75 f,=0.25Wmjn=.1 Wmax=.35

4 :

Vector de onda kKperp
o
T

Vector de onda kpar

Figura 31: Curvas de nivel, como en la fig. 25, pero para una fraccién de
llenado f, = 0,75 y para frecuencias w < wp| .
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Curvas de nivel rel. de dispersién normal wp=1 g,=2 f3=.75 f;=0.25Win=.78 Wmyz=.999

4

Vector de onda kKperp

Vector de onda kpar

Figura 32: Curvas de nivel como en la fig. 31 pero a frecuencias wp, <w <
wrl = Wp-
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Curvas de nivel rel. de dispersion normal wp=1 £,=2 73=.75 fz=0.25Wmir=1.1 Wmax=3

4 T T T T T T T

Vector de onda Kperp

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

Wector de onda kpar

Figura 33: Curvas de nivel como en la fig. 31 pero a frecuencias w, = wr,| <
w.
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my $fa; # fraccidon de llenado del metal
my ($wmin, $wmax, $Nw); # frecuencias minima, mixima y nimero
my $Q1; #maximo vector de onda
my $options=q(
‘wp=f’=>\$wp, # frecuencia de plasma medio a
>epsb=f ’=>\$epsb, # funcidén dieléctrica del medio b
'fa=f’=>\$fa, # fraccidén de llenado del metal
>wmin=f’=>\$wmin, ’wmax=f’=>\$wmax, ’Nw=i’=>\$Nw, # frecuencias minima, méxima y !
'Q1=f’>=>\$Q1, # miximo vector de onda
)3
my %options=(eval $options);
die "Error en definicidén de opciones; $@" if $0;
GetOptions(joptions) or usage($options, "Opciones errdneas");
usage ($options, "Faltan pardmetros")
unless List::Util::all {defined $_} ($wp, $epsb, $fa, $wmin, $wmax, $Nw);
usage($options, "La fraccidén de llenado debe estar entre O y 1") unless 0<=$fa<=1;
my $fb=1-$fa; # fraccion de llenado del aislante.
my $w=zeroes($Nw)->xlinvals($wmin,$wmax); # Arreglo de frecuencias
my $c=1;
my $9=%w/$c; # nlimeros de onda en el vacio. Supongo c=1
my $epsa=1-$wp**2/$w**2; # Drude

Figura 34: inicializa2
Calcula la respuesta macroscopica reciclando el codigo de la fig. 4, y
empléala para obtener la relacién de dispersiéon de superficie usando las ec.
(20).

my $Q=sqrt(($eM_par-1)*$eM_perp/($eM_par*$eM_perp-1))*$q;

Figura 35: relspp
Grafica el resultado.

my $gw=gpwin() ;

my $S="{/Symbol %s}";

$gw->plot ({title=>sprintf ("Relacidén de dispersidén SPP ${S}_p=ls ${S}_b=ls f_a=ls f_b=}
*w?, $up, ’e’, $epsb, $fa, $fb),
xlabel=>’Vector de onda Q’, ylabel=>’Frecuencia {/Symbol w}’,
xrange=>[undef,$Q1],
},
with=>’1lines’, $Q, $w,);

prompt -single, -void, "Listo?";
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Figura 36: graficas
Finalmente, coloca todo junto.

#Calcula la respuesta macroscdpica de una superred metal aislante.
<<paquetes>>

<<inicializa2>>

<<calcula>>

<<relspp>>

<<grafica2>>

<<uso>>

Figura 37: todo

3.8. Resultados: Modos de superficie

Podemos correr el programa como en la fig. 15.

./relspp.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.5 -wmin=.01 -wmax=1 -Nw 1000 -Q1 3
./relspp.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.25 -wmin=.01 -wmax=1 -Nw 1000 -Q1 3
./relspp.pl -wp=1 -epsb=2 -fa=.75 -wmin=.01 -wmax=1 -Nw 1000 -Q1 3

Figura 38: corridal

La fig. 39 muestra los resultados para el sistema correspondiente a la
fig. 8, conw, =1, =2y fo = f =0,5. Los resultados se ven similares
a la relacion del plasmoén de superficice en un metal homogéneo, excepto
que el valor asintético de la frecuencia en el limite no retardado es menor,
correspondiente a un metal menos denso.

La fig. 40 muestra los mismos resultados pero para una menor fracciéon
de llenado f, = 0,25. La rama inferior muestra una frecuencia asintotica
todavia menor. Curiosamente, aparece una nueva rama con un comporta-
miento peculiar. Sin embargo, ésta se encuentra a la izquierda de la linea de
luz y por tanto no corresponde a modos de superficie, sino, como se discutié
después de la ec. (20), a la condicion de Brewster.

Finalmente, en la fig. 41 se muestran los resultados correspondientes a
una fracciéon de llenado mayor f, = 0,75. De nueva cuenta, se obtiene una
relacién de dispersion similar a la del metal homogéneo, pero con otra fre-
cuencia asintotica.

De acuerdo a la ec. (21) los valores asintoticos del plasmon de superficie
son wspp = 0,577wy, 0,418w,, y 0,662w, para f, = 0,5, 0,25 y 0,75 respecti-
vamente, en buen acuerdo con las figuras 39, 40 41.
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Relacion de dispersion SPP wp=1 gy=2 f3=.5 f=0.5
1 T L] T T T

Frecuencia w
o
[%,]
T
\
1
L

03| .

0 1 1 1 1 1
] 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Vector de onda Q

Figura 39: Relaciéon de dispersion del plasmén de superficie para el mismo
sistema que en la fig. 8.
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Relacion de dispersion SPP wp=1 g,=2 f3=.25 f,=0.75
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Figura 40: Relacion de dispersion del plasmoén de superficie como en la fig.
39, pero para f, = 0,25.
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Relacion de dispersion SPP wp=1 g,=2 f3=.75 f,=0.25
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Figura 41: Relacion de dispersion del plasmoén de superficie como en la fig.
39, pero para f, = 0,75.
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4. Conclusiones

Obtuvimos la relacién de dispersion de bulto y de superficie para los
modos electromagnéticos de una superred metal-dieléctrico en el limite de
peliculas muy delgadas. El sistema es equivalente a un medio homogéneo
anisotropico. Obtuvimos la respuesta macroscopica, que tiene caracter me-
talico a lo largo de las interfaces y dieléctrico con una resonancia en la direc-
cién perpendicular. Obtuvimos las frecuencias caracteristicas que describen
dichas respuestas. La relacién de dispersién del bulto tiene varias ramas, co-
rrespondientes a las distintas combinaciones de signo entre las componentes
principales de la respuesta dieléctrica. Sin embargo, los plasmones polari-
tones de superficie tienen una rama que cualitativamente se ve similar a la
de un metal homogéneo con una densidad electronica efectiva menor que
la de la fase metdlica. Esto sugiere que se pueden entonar los plasmones-
polaritones de superficie variando la fraccion de llenado de las componentes
de una superred, modulando asi su velocidad de fase y grupo.
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