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Consideremos un cilindro circular de radio R hecho de algin material con
respuesta dieléctrica € sobre el que incide una onda plana monocromatica de
frecuencia w. Orientemos el eje z a lo largo del eje del cilindro y el eje x a lo
largo de la direccién de propagacion, como en la figura 1.

1. Caso transversal magnético (TM)

1.1. Campo incidente

Consideremos primero el caso en que el campo magnético de la onda
incidente H; apunta en la direccién z. Por simetria, el campo magnético de
todas las ondas esparcidas también apuntaria en la direccién z. El campo
eléctrico estaria en el plano xy. El campo incidente puede escribirse como

H; = Hjpze! (@b (1)

donde ¢ = w/c y c es la velocidad de la luz. Normalizamos la amplitud del
campo incidente, H;g = 1, ignoramos la dependencia temporal de los campos,
pues todos tienen la exponencial e, la cual puede cancelarse, y expresa-
mos €97 = ¢4 5% e términos de funciones de Bessel y eigenfunciones del
impetu angular L,

¢ = 3 i i(gr)e™, 2)
l

donde r y 0 son las coordenadas polares radial y angular, [ es el eigenvalor
del impetu angular y J; son las funciones de Bessel del primer tipo.
1.2. Campo en el exterior

En el vacio la componente z del campo magético obedece la ecuacién
de onda, que para ondas monocromaéticas se convierte en la ecuacién de
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Figura 1: Sistema consistente en un cilindro de radio R sobre el que incide
una onda plana con vector de onda q propagandose en la direccién zx, y
produciendo ondas esparcidas.



Helmholtz,
(V2 4+ ¢HH =0. (3)

En coordenadas cilindricas, el laplaciano puede escribirse como

s 10 0 1 92
=varor @)
v la ecuaciéon de Helmholtz se puede resolver por separaciéon de variables
H(r,0) = f(r)g(f). La solucion de la parte angular con condiciones perio-
dicas $g(0)=g(6+27) $es de la forma g() = €% con [ entero, y la ecuacion
correspondiente para la parte radial es

19 0 12
~or "3 (r) — 7Tzf(r) +¢*f(r) =0, (5)
que se puede reescribir como
00 + xS 00 + (3 = 12)f(0) = 0, (6)

donde hicimos el cambio de variable Y = ¢r y donde f” y f’ denotan las
derivadas de f respecto a su argumento. Identificamos esta como la ecuacion
de Bessel y sus soluciones son alguna combinacién de ondas de Bessel corres-
pondientes al momento angular [. Como era de esperarse, cada uno de los
sumandos en la expansion (2) satisface la ec. de onda. El campo producido
por el cilindro debe consistir de ondas salientes en el limite r — oo, y por
tanto el campo total en el vacio debe ser de la forma

H(r,0) = > (D) + aHM(gr)e™, >R (7)
[

donde Hl(l)(qr)) son las funciones de Hankel salientes y a; son coeficientes a
determinar.

1.3. Campo en el interior

En el interior del cilindro también se cumple una ecuacién de onda ané-
loga a la ec. (3) pero sustituyendo ¢ por el namero de onda k dentro del
material, donde

k% = eq?. (8)
La solucién en el interior debe ser regular en el origen, y por lo tanto puede
escribirse como ‘
H(r,0) => i'bJi(kr)e", r<R (9)
!
donde b; son coeficientes a determinar.



1.4. Condiciones de frontera

Para obtener los coeficientes a; y b; recurrimos a las condiciones de fron-
tera en la superficie r = R. El campo magnético es tangencial a la superficie
del cilindro y por tanto debe ser continuo, con el mismo valor en Rt que en
R~. Por tanto

ST (Ui(qR) + arH Y (qR))e™ = Y ilbJi(kR)e™. (10)
l l

Como las funciones trigonométricas ¢ forman una base ortogonal del espa-
cio de funciones angulares y son linealmente independientes, podemos elimi-
narlas junto con la suma en la ec. (10) y simplificar la condiciéon de frontera
escribiéndola como

(Ji(gR) + atHY (qR)) = byJi(kR). (11)

Empleando la ec. de Ampére-Maxwell podemos hallar el desplazamiento eléc-
trico D a partir del campo magnético H. La componente tangencial del
desplazamiento es entonces
10
Dy=-—H. 12
o qor (12)
Como la componente tangencial del campo eléctrico es continua en R, y
E = D en el exterior y E = D/e en el interior del material, entonces

eq(J/(qR) + ay(HW)[(qR)) = kb J|(kR). (13)

1.5. Esparcimiento

Podemos eliminer b; de las ecuaciones (11) y (13) para obtener finalmente
los coeficientes de esparcimiento a;
_ eqJj(qR)Ji(kR) — kJi(¢R)J;(kR) 4
“=- 1)/ 1) / (14)
eq(HW)y(¢R)Ji(kR) — kH} " (qR)J; (kR)

2. Caso transversal eléctrico (TE)

En este caso el campo eléctrico apunta en la direccién z y en analogia
con el caso TM, escribimos

E(r,0) =Y i(har) + aHM(gr)e"™, >R (15)
l



E(r,0) =Y i'buJi(kr)e", r<R (16)
l

en analogia a las ecs. (7) y (9). El magnético paralelo puede obtenerse de la

ley de Faraday, por lo que

)
qor

Tanto E como By son continuos en R, lo cual lleva a las condiciones de

contorno

By (17)

(Ji(aR) + aH" (qR)) = biJi(kR). (18)

q(Ji(qR) + ai(HW)(qR)) = kbiJ] (kR). (19)
Resolviendo, podemos obtener las amplitudes de dispersiéon

a4 = — qJ{(qR)Ji(kR) — kJi(¢R)J;(kR) 20)
g(HWY(qR)Ji(kR) — kH (qR) | (kR)

3. Secciones transversales

Para distancias grandes, las funciones de Bessel pueden aproximarse por

[2 . .
Hl(l)(QT) _ 7rT]TeZ(qr (1+1/2) /2)’ (21)

Por lo tanto, el flujo de energia esparcida es

§ = frag Re D awafe e (702 (22
i

Multiplicando por r obtenemos la potencia esparcida por unidad de longitud
(axial) y por unidad de angulo, y dividiendo entre la intensidad incidente

c
obtenemos la seccién diferencial de esparcimiento
d 2 Iy
ggs = W—qRe Zalaf,ez(l_l )9 (24)

uw

Como el problema es 1D esta seccidn tiene unidades de longitud, no de area.
Integrando sobre el dngulo obtenemos la seccion total de esparcimiento.

4
Oes = gz |al|2' (25)

l



En la direccién frontal hay interferencia entre el campo incidente y el
campo esparcido. Escribimos el campo total F

f@)e

\/; )
donde identificamos a F' con el campo magnético para el caso TM y con el
campo eléctrico para el caso TE, donde

D) . , D) )
f 0 — I ’Lla/ ellee—l(l+1/2)ﬂ'/2 — — a 67,19 27
(0) \/qul: I \/qul:z (27)

Para dngulos pequenos hacemos las aproximaciones

F0)~ £0) = [ = Y (28)
l

el & €97eiY7/2% Si colocamos un detector en la direccion frontal, la po-
tencia por unidad de longitud que recibirfa serfa

1 £(0) /”2 /2
P=_—((+2Re~ dy v /2 | 4 29
877'( \/.5 75/2 ( )

donde £ es la apertura del detector y el término que despreciamos es del
orden de 1/,/qr veces menor que el que conservamos. Suponiendo que el

F(r) =% + (26)

2 ~ iou2
detector cubre un angulo pequefio, £ < x, pero que es tan ancho que e'?¥ [
tiene muchas oscilaciones, en su interior, i.e. ell?> > Az, entonces

c 271
P:877r <€+2Ref(0)1/q>, (30)

donde usamos la integral
oo
/ ¢ e’ = Vi, (31)
—0o0
como se puede verificamos en el apéndice 8. El primer término en la ec. (30)
es la potencia que llegaria al detector de no haber particulo. Por lo tanto, el
cociente del segundo al primero puede identificarse en términos de la fraccion
de energia que no llega al detector debido a la presencia de la particula, i.e.,
a la seccién transversal de extincion,

27 4
oex = —2Re f(0)4y/— = ——Re aj. 32
= e o 0 = e 3 )
La seccién transversal de absorcién estd dada por la diferencia

Oabs = Oex — Oes- (33)



4. Campo superficial.

Para evaluar el campo dentro del cilindro debemos obtener los coeficientes
b;. Empleando las ecs. (11) o (18) obtenemos para ambas polarizaciones

Ji(qR) + atHM (qR)
Ji(kR)

b = (34)

El campo eléctrico tangencial superficial puede evaluarse a partir de las
ecs. (12) para polarizacion TM y de (16) para polarizacion TE usando con-
diciones de continuidad. Podemos obtener una medida de su magnitud pro-
mediando su cuadrado sobre la superficie,

(5|

2
> b(kR)?, TM (35)
l

(E%) =" |bJi(kR)*. TE (36)
l

5. Limite no retardado

En el caso no retardado ¢R < 1 puedo obtener resultados aproximados
tomando los valores asintoticos de las funciones de Bessel,

Cl
Ji(¢) = Bl
2
No(¢) =~ —log( (37)
(1—1) /2)!
Ni(¢) ~ — = l
1(€) —\¢) =0
Sustituyendo en la ec. (14) obtenemos para [ > 1
l -1
a; = ir(qR)? € (38)

(22 e+1°

Multiplicando por la funcién de Hankel correspondiente, obtenemos el campo
magnético inducido en el exterior, dado por

, -1 1 R%» . e—1 ,x
Hlnd _ A Il PN 1 P R27 39
) ;(ZQ) er12m LS et (39)



dominado por las contribuciones I = 4+1. Aqui he ignorado el término con
1=0 pues no contribuye al campo eléctrico. El campo eléctrico inducido puede
obtenerse de la ec. de Ampére-Faraday

. 1 . e—1 o0z 0 «x
Elnd —__Vv Hlnd — R2 ZZ 2. 40
iq % e+ 1 Oy r2’ Ox r? (40)
Notamos que x/r?2 = dlogr/dz y que 8?logr/dz* = —8%logr/dy?, pues
logr obedece la ec. de Laplace, por lo que podemos reescribir la ec. (40)

Ccomo .
Eind — —2p-VVlogr = (2p e — pr2)/r4, (41)

donde identificamos el dipolo inducido por unidad de longitud
p=aE*, (42)

donde el campo eléctrico externo tiene la misma magnitud que el campo
magnético externo (que hemos normalizado a 1) y apunta en la direccion y,
y donde identificamos la polarizabilidad por unidad de longitud

e—1R?

_ S 4
T (43)

Este es un resultado bien conocido que puede obtenerse mediante un desa-
rrollo multipolar cuasiestatico.

6. Cddigo

6.1. Dispersiéon

A continuacion presento un cédigo para el calculo de la dispersion.
Empiezo el cédigo cargando los paquetes y las opciones usuales.

use vb.12;

use warnings;

use List::Util;

use Getopt::Long;

use IO0::Prompter;

use PDL;

use PDL::NiceSlice;

use PDL::Graphics::Gnuplot;

Figura 2: paquetes
Declara e inicializa los parametros.



my $eps; # funcidn dieléctrica del cilindro.
my $R=1; # Usa el radio como unidad de distancia.
my $c=1; # R/c como unidad de tiempo.
my ($wmin, $wmax, $Nw); # frecuencias minima, mixima y nimero
my $1lmax; # maximo momento angular
my $options=q(
Yeps=f’=>\$eps, # funcidn dieléctrica del cilindro
‘ymin=f’=>\$wmin, # frecuencia minima
‘wmax=f’=>\$wmax, # frecuencia maxima
'Nw=1’=>\$Nw, #nimero de frecuencias
’Imax=i’=>\$1lmax, # maximo momento angular
)3
my %options=(eval $options);
die "Error en definicidén de opciones; $@" if $0;
GetOptions(joptions) or usage($options, "Opciones errdneas");
usage ($options, "Faltan parametros")
unless List::Util::all {defined $_} ($eps, $wmin, $wmax, $Nw, $Ilmax);
my $w=zeroes($Nw)->xlinvals($wmin,$wmax); # Arreglo de frecuencias
my $qR=%w/$c*3$R;
my $kR=sqrt($eps)*$uw*$R;
my $l=sequence($lmax+1);

Figura 3: inicializa
Necesitamos una rutina para explicar el uso si hubiera un error.

sub usage {
my ($options, $message)=0_;
say $message if defined $message;
say $options;
exit 1;

Figura 4: uso
Calcula

# Calcula las funciones de Bessel, Neumann y Hankel
my $J1gR=bessjn($gR->dummy (1), $1->dummy(0));

my $N1lgR=bessyn($qR->dummy (1), $1->dummy(0));

my $H1gR=$J1qR+i()*$N1qgR;

my $J1kR=bessjn($kR->dummy (1), $1->dummy(0));



# Calcula sus derivadas. Itera sobre frecuencias. Pon 1 como ler indice.
my $DJ1gR=deriva($J1qR->mv(1,0), $qR->dummy(0))->mv(0,1);
my $DHlgR=deriva($H1lgR->mv(1,0), $qR->dummy(0))->mv(0,1);
my $DJ1kR=deriva($J1kR->mv(1,0), $kR->dummy(0))->mv(0,1);
# factor 1,2,2,2... para contar 1’s negativas
my $factor_1=(1+($1>=1))->dummy(0);
# Polarizacion TM
# Coeficientes
my $al_TM=- ($eps*$qR*$DI1qR*$J1kR-$kR*$J1qR*$DI1LR)
/ ($eps*$qR*$DH1qR*$ J1kR-$kR*¥$H1qR*$DI1kLR) ;
my $bl_TM=($J1qR+$al_TM*$H1qR)/$JI1kR;
# Secciones
my $sigma_s_TM=($factor_l*4/$qR*$al_TM->abs2)->mv(1,0)->sumover;
my $sigma_ex_TM=-($factor_l*4/$qR*$al_TM->re)->mv(1,0)->sumover;
# Campo
my $E2_TM=($factor_1*($kR/$eps*$bl_TM*$DJI1kR)->abs2) ->mv(1,0) ->sumover;
# Polarizacidén TE
# Coeficientes
my $al_TE=-($qR*$DJ1qR*$J1kR-$kR*$J1qR*$DJI1kR)
/ ($qR*$DH1qR*$J1kR-$kR*$H1qR*$DI1kR) ;
my $bl_TE=($J1qR+$al_TE*$H1qR)/$J1kR;
# Secciones
my $sigma_s_TE=($factor_1*4/$qR*$al_TE->abs2)->mv(1,0)->sumover;
my $sigma_ex_TE=-($factor_l*4/$qR*$al_TE->re)->mv(1,0)->sumover;
# Campo
my $E2_TE=($factor_1*($bl_TE*$J1kR)->abs2)->mv(1,0)->sumover;

Figura 5: calcula
Necesito una subrutina para derivar las funciones de Bessel. Uso la expre-
sién recursiva que relacionia la derivada de un orden con el orden anterior.
El caso 1=0 es especial. Asumo que | es el primer indice. De haber mas, itera
automaticamente.

sub deriva { #1 es el primer indice
my ($B1l, $x) = @_; # B(x,1), B is any Bessel, $x are arguments of Bessel
my $Blm1=$Bl->rotate(l); # B(x,1-1)
my $DBl=-$Bl->xvals/$x*$B1+$Blml;
$DB1((0)).=-$B1((1));
return $DB1;
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Figura 6: deriva
Por completez, va abajo la versiéon en términos de la siguiente en lugar
de la previa funcién de Bessel. En este caso, la derivada del orden maximo
estd equivocada y no debe usarse

sub deriva {
my ($Bl, $x) = @_; # B(x,1), B is any Bessel, $x are arguments of Bessel
my $Blpl=$Bl->rotate(-1); # B(x,1+1)
my $DB1=$Bl->xvals/$x*$B1-$Blpl; # don’t trust higest 1;
return $DB1;

Figura 7: deriva-alt
Grafica

my $gw=gpwin();

$gw->plot ({title=>’F. Bessel del primer tipo’, xlabel=>’qR’, yzeroaxis=>1},
with=>’lines’, $qR, $J1gR);

prompt -single, -void, "Listo?";

$gw->plot({title=>’Derivadas de Bessel del primer tipo’, xlabel=>’qR’, yzeroaxis=>1},
with=>’1lines’, $qR, $DJ1qR);

prompt -single, -void, "Listo7?";

$gw->plot ({title=>’F. Bessel del segundo tipo’, xlabel=>’gR’, yzeroaxis=>1, yrange=>[-
with=>’lines’, $qR, $N1gR, with=>’lines’, $qR, pdl(0));

prompt -single, -void, "Listo?";

$gw->plot({title=>"Coeficientes de esparcimiento TM {/Symbol e}=$eps", xlabel=>’gR’, y:
with=>’lines’, $gR, $al_TM->abs2); # remueve la 1 més alta

prompt -single, -void, "Listo?";

$gw->plot({title=>"Secciones transversales TM {/Symbol e}=$eps", xlabel=>’qR’, yzeroax
with=>’lines’, $qR, $sigma_s_TM,

with=>’lines’, $qR, $sigma_ex_TM,

)3

prompt -single, -void, "Listo7?";

$gw->plot ({title=>"Campo cuadrado promedio TM {/Symbol e}=$eps", xlabel=>’qR’, yzeroax
with=>’1lines’, $qR, $E2_TM);

prompt -single, -void, "Listo?";

$gw->plot({title=>"Coeficientes de esparcimiento TE {/Symbol el}=$eps", xlabel=>’gR’, y:
with=>’lines’, $gR, $al_TE->abs2); # remueve la 1 més alta

prompt -single, -void, "Listo?";

$gw->plot({title=>"Secciones transversales TE {/Symbol e}=$eps", xlabel=>’qR’, yzeroax

11



with=>’lines’, $qR, $sigma_s_TE,
with=>’lines’, $qR, $sigma_ex_TE,
);
prompt -single, -void, "Listo?";
$gw->plot ({title=>"Campo cuadrado promedio TE {/Symbol e}=$eps", xlabel=>’qR’, yzeroax
with=>’lines’, $qR, $E2_TE);
prompt -single, -void, "Listo7?";

Figura 8: grafica
Finalmente, juntamos todo en un programa que grafica los espectros de
los coeficientes de dispersion, las secciones transversales y el campo superfi-
cial.

#Calcula los coeficientes de esparcimiento de un cilindro dieléctrico.
<<paquetes>>

<<inicializa>>

<<calcula>>

<<deriva>>

<<grafica>>

<<uso>>

Figura 9: todo

6.2. Resultados

Corrimos el programa 9 como en la figura 10 indicando una funcion die-
léctrica € = 10, y haciendo célculos para 1000 frecuencias entre .1 y 3.5,
empleando momentos angulares [ = 0,1, ... 10.

./mie2D.pl -eps 10 -wmin .1 -wmax 3.5 -Nw 1000 -lmax 10

Figura 10: Ejecucién del programa 9.

La figura 11 muestra las primeras funciones de Bessel del primer tipo.
Son regulares en el origen, donde son aproximadamente potencias de su ar-
gumento, i.e., Jy es constante, Jp lineal, Jo cuadréatica y asi sucesivamente.
En la figura 12 mostramos las derivadas de las funciones de Bessel, para ve-
rificar cualitativamente que correspondan a lo esperado a partir de la fig. 11.
En la figura 13 mostramos las primeras funciones de Bessel del segundo tipo
de orden entero, o funciones de Neumann N;. Observamos su singularidad

12



F. Bessel del primer tipo
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Figura 11: Primeras funciones de Bessel del primer tipo J; con 6rdenes enteros
[=0,1,2....
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Derivadas de Bessel del primer tipo

0.6 T T T T T T
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Figura 12: Derivadas J] respecto a su argumento de las primeras funciones
de Bessel del primer tipo.
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F. Bessel del segundo tipo

0.2 | / ~

0.2 F , .

gR

Figura 13: Funciones de Neumann N; con érdenes enteros [ = 0,1,2...

en el origen. Con estas podemos obtener las funciones de Hankel salientes
empleadas en el calculo de esparcimiento.

Las figuras 14 y 15 muestra los coeficientes de dispersion correspondien-
tes a las polarizaciones TM y TE, respectivamente correspondientes a un
cilindro dieléctrico con permitividad ¢ = 10 iluminado con una onda plana
monocromatica de frecuencia w = qc de amplitud 1. Notamos que el valor
maximo para los coeficientes de dispersion es 1. Esto se debe a que distintos
momentos angulares no se mezclan debido a la simetria rotacional, y para
cada valor [ del momento angular, no puede esparcirse mas energia que la que
incide. Las formas de las curvas son curiosas y algunas muestran resonancias
muy delgadas mientras que otras no.

Las figuras 16 y 17 muestran el cuadrado del campo eléctrico paralelo
a la superficie promediado sobre ella para ambas polarizaciones. Notamos
que aparecen una serie de picos angostos y altos. Estos corresponden a las
resonancias de Mie 2D. Notamos que para toda [, para distancias suficien-
temente largas el campo esparcido se vuelve propagante. Por tanto, siempre
hay pérdida de energia de estos modos, aunque los materiales mismos sean
dieléctricos que no presenten absorcién. Por tanto, las resonancias de Mie
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Coeficientes de esparcimiento TM =10
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Figura 14: Coeficientes de dispersion a; evaluados en el exterior de un ci-

lindro dieléctrico con permitividad € = 10 como funcién de la frecuencia
normalizada gR.
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Coeficientes de esparcimiento TE =10
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Figura 15: Coeficientes de dispersién como en la fig. 14 pero para polarizacion
TE.
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Campo cuadrado promedio TM =10
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Figura 16: Cuadrado del campo electrico tangencial Eg promediado sobre la
superficie del cilindro para polarizacién TM.
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Campo cuadrade promedio TE e=10
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Figura 17: Cuadrado del campo electrico tangencial E? promediado sobre la
superficie del cilindro para polarizacién TE.
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tienen necesariamente anchos y alturas finitas. Los anchos disminuyen con-
forme aumenta el indice de la resonancia, hasta llegar a la resonancia situada
alrededor de ¢R ~ 2,7. Para polarizacion TM el campo alcanza amplificacio-

nes mayores que para polarizaciéon TE.
Finalmente, en las figuras 18 y 19 mostramos las secciones de esparci-

miento y de extincién, oes ¥ 0ex para ambas polarizaciones. Notamos que
no hay diferencia apreciable entre ellas, pues no introdujimos disipaciéon. La

forma de las curvas se ve bastante caprichosa.

Secciones transversales TM =10

3.5

qR

Figura 18: Secciones transversales geg v 0ex para polarizacion TM.

6.3. Campo
Ahora presento un coédigo para la visualizaciéon de los campos. Para car-
gar los paquetes y las opciones usuales reciclo el cédigo de la fig. 2. Los

pardmetros son ahora diferentes.

my $eps; # funcidén dieléctrica del cilindro.
my $R=1; # Usa el radio como unidad de distancia.

my $c=1; # R/c como unidad de tiempo.
my $w; # frecuencias para el calculo
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Secciones transversales TE =10

18 T T T T T T
16 |-
f\

14 |

T |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
qR

Figura 19: Secciones transversales oes v 0ex para polarizacion TM.

my $1lmax; # maximo momento angular
my $xmax; # x o y miximas para graficar, en unidades del radio R
my $N; # 2N+1 es el nlimero de pixeles en x y en y
my $Rcut=3R; # cut plot before this radius (default 1)
my $options=q(
Yeps=f’=>\$eps, # funcidn dieléctrica del cilindro
‘y=f’=>\$w, # frecuencia
’Imax=i’=>\$1lmax, # maximo momento angular
’xmax=f’=>\$xmax, # x o y distancia méximos para graficar, en unidades del radio R
’N=1’=>\$N, # 2N+1 es el nimero de pixeles en x y en y
’Rcut=f’=>\$Rcut; # cut plot before this radius
)3
my %options=(eval $options);
die "Error en definicién de opciones; $0" if $0;
GetOptions(%options) or usage($options, "Opciones errdneas");
usage ($options, "Faltan parametros")
unless List::Util::all {defined $_} ($eps, $w, $lmax, $xmax, $N);

my $qR=%w/$c*3$R;
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my $kR=sqrt($eps)*$u*$R;

my $l=sequence($lmax+1);

my $cartesian=(zeroes(2+$N+1,2*$N+1)->ndcoords-$N)/$N*$xmax; # cartesian coordinates
my $r=$cartesian->abs2->sumover->sqrt; # magnitudes

my $theta=atan2($cartesian((1)), $cartesian((0))); # angles

Figura 20: inicializal
En caso de errores, reciclamos la rutina de la fig. 4. Calculamos los co-
eficientes de dispersion de una manera similar a la fig. 5, pero para una sola
frecuencia.

# Calcula las funciones de Bessel, Neumann y Hankel en la superficie

my $J1gR=bessjn($qR, $1); # 1

my $NlgR=bessyn($qR, $1);

my $H1gR=$J1qR+i()*$N1qgR;

my $J1kR=bessjn($kR, $1);

# Calcula sus derivadas.

my $DJ1gR=deriva($J1qR, $qR);

my $DHlgR=deriva($H1qR, $qR);

my $DJ1kR=deriva($J1kR, $kR);

# factor 1,2,2,2... para contar 1’s negativas

my $factor_1=(1+($1>=1));

# Polarizacidén TM

my $al_TM=-($eps*$qR*$DJIJ1qR*$J1kR-$kR*$J1qR*$DJI1kR)
/ ($eps*$qR*$DH1qR*$I1kR-$kR*$H1qR*$DI1kR) ;

my $bl_TM=($J1qR+$al_TM*$H1qR)/$JI1kR;

# Polarizacidn TE

my $al_TE=-($qR*$DJ1qR*$J1kR-$kR*$J1qR*$DI1kR)
/ ($qR*$DH1qR*$J1kR-$kR*$H1qR*$DI1kR) ;

my $bl_TE=($J1qR+$al_TE+$H1qR)/$J1kR;

Figura 21: coeficientes
Puedo reciclar el codigo de la figura 6 para calcular las derivadas de las
funciones de Bessel. Ahora puedo calcular el campo esparcido y su cuadrado,
proporcional al flujo de energia en la zona de radiacién. Lo escalo con r para
que a largas distancias coincida con la seccidon diferencial de dispersion.

my $i1=($1%4==0)+i () *($1%4==1)-($1%4==2)-1 O *($1%4==3); #[1] i1
my $m11=2%($1%2==0)-1; # [1] -1-1
my $eiltheta=exp(i()*$theta->dummy(0)*$1); # [1,nx,ny]
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my $J1lgr=bessjn($qR*$r->dummy(0), $1); # [1,nx,ny]

my $Nlgr=bessyn($qR*$r->dummy(0), $1); # [1,nx,ny]

my $Hlgr=$J1lqr+i()*$Nlqr; # [1,nx,ny]

# use H_ {-1}=H_1, i~{-1}=(i"1)"* and e~{-il\theta}=(e~{il\thetal}) "*

# a_{-1}=a.l

# TM

my $H_TM=($il*$al_TM*$Hlqr*$eiltheta)->sumover +
($il->conj*$al_TM*$m1l*$Hlgr*$eiltheta->conj)->(1:-1)->sumover;

my $S_TM=$H_TM->abs2*($r>$Rcut);

# TE

my $E_TE=($ilx$al TE+$Hlqr*$eiltheta)->sumover +
($il->conj*$al_TE*$m1l*$Hlgr*$eiltheta->conj)->(1:-1)->sumover;

my $S_TE=$E_TE->abs2#($r>$Rcut);

Figura 22: poynting
Grafica los resultados.

my $gw=gpwin() ;
$gw->plot ({title=>"r*H2/HZ2_i TM {/Symbol e}=$eps {/Symbol w}=$w ",
xlabel=>’x’, ylabel=>’y’, justify=>1},
with=>’image’, $cartesian((0)), $cartesian((1)), $r*$3_TM);
prompt -single, -void, "Listo?";
$gw->plot ({title=>"r*E~2/E_i~2 TE {/Symbol e}=$eps {/Symbol wl}=$w ",
xlabel=>’x’, ylabel=>’x’, justify=>1},
with=>’image’, $cartesian((0)), $cartesian((1)), $r*$S_TE);
prompt -single, -void, "Listo?";

Figura 23: grafical
Finalmente, juntamos todo en un programa que grafica la intensidad
esparcida.

#Calcula los coeficientes de esparcimiento de un cilindro dieléctrico.
<<paquetes>>

<<inicializal>>

<<coeficientes>>

<<poynting>>

<<grafical>>

<<deriva>>

<Luso>>

Figura 24: todol
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6.4. Resultados

Corrimos el programa 24 como en la figura 25 indicando una funcién
dieléctrica € = 10, y haciendo célculos para diversas frecuencias wR/c =
0,1,2,319,2,31,1,57, con una lyax = 10.

./poynting2D.pl -eps 10 -w 0.1 -Imax 10 -xmax 5 -N 100

./poynting2D.pl -eps 10 -w 2.319 -lmax 10 -xmax 5 -N 100
./poynting2D.pl -eps 10 -w 2.31 -lmax 10 -xmax 5 -N 100
./poynting2D.pl -eps 10 -w 1.57 -Ilmax 10 -xmax 5 -N 100

Figura 25: Ejecucién del programa 24.

En la grafica 26 mostramos el campo magnético al cuadrado normalizado
rHQ/Hi2 con la distancia r y el campo H; de la onda incidente, proporcio-
nal a distancias grandes a la seccién diferencial de esparcimiento, para una
frecuencia pequena w = 0,1¢/R y para polarizacion TM.

r*H?/H% TM £=10 w=0.1

| ..i
-4 2 0 2 4

X

0.007

F=y

0.006

0.005

8]

0.004

0.003

]

0.002

0.001

IS

0

Figura 26: Cuadrado del campo H normalizado al campo incidente H; y
escalado con r para polarizacién TM y para una frecuencia baja w = 0,1.

Se ve claramente un patrén de campo cercano de caracter dipolar y a lo
lejos un patréon de radiacion radiacion dipolar con el dipolo orientado a lo
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largo de la direccién vertical, que es la direccién del campo incidente que se
propaga hacia la derecha. Como estoy multiplicando el cuadrado del campo
por la distancia r, el valor asintético sélo depende de la orientacion.

En la grafica 27 la curva correspondiente para polarizacion TE. En este

r*EYEZ TE £=10 w=0.1

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

Figura 27: Cuadrado del campo eléctrico, como la figura 26 pero para pola-
rizacion TE.

caso el campo eléctrico apunta en la direccién del eje, induciendo un dipolo
axial que radia isotropicamente alrededor. Como para esta polarizacion y en
el limite cuasiestatico no hay campo de depolarizacién, el dipolo inducido y
la radiacién son mayores.

La figura 28 corresponde a una frecuencia relativamente alta w = 2,319¢/R
que es ademés una de las resonancias altas y angostas de las figuras 14 y 16.
Notamos claramente un patréon de radiacién con 8 l6bulos, correspondiente
a una resonancia octopolar [ = 4. Si disminuimos ligeramente la frecuencia,
por ejemplo, a w = 2,31¢/R, (fig. 29 la intensidad disminuye notablemente
y se vuelve mas visible la dispersion frontal, responsable de extinguir al haz
incidente, de acuerdo al teorema 6ptico.

Algo similar sucede cerca de las resonancias para polarizacion TE, como
muestra la figura 30 caculada a w = 1,57¢/R para polarizacion TE. Se ob-
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r*H?/H% TM £=10 w=2.319
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Figura 28: rH?/H?, como en la figura 26 para en una frecuencia w =
2,319¢/ R cercana a una resonancia.
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r*HfH% TM e=10 w=2.31
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Figura 29: 7H?, como en la figura 28 para en una frecuencia ligeramente
menor w = 2,31¢/R.
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r+EL/EZ TE £=10 w=1.57

Figura 30: rE2, como en la figura 28 pero para polarizacion TE a una fre-
cuencia w = 1,57¢/R cercana a una resonancia.
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serva claramente un patrén de 6 16bulos correspondiente a una resonancia
hexapolar con [ = 3.

7. Conclusiones

Desarrollamos la teoria para el calculo del esparcimiento por cilindros
dieléctricos en términos de funciones de Bessel. Obtuvimos la amplificacion
del campo en la superficie, la cual puede ser un par de 6rdenes de magnitud
mayor que el campo incidente, vy mostramos las resonancias tipo Mie y su
manifestaciéon en las secciones transversales de dispersion.

8. Apéndice. Gaussiana imaginaria

En este apéndice mostramos como obtener la integral (31). Para ello,
consideremos primero la integral

_ 72
I_/Cdgeg, (44)

sobre el circuito cerrado mostrado en la fig. 31. Como no hay singularidades
en su interior, la integral es I = 0. Por otro lado, la integral puede separarse
en tres partes como beginexpory latex

R -2 m/4 ; (0,62 R i(£/7)2
0= I:/ d¢ et —|—./ d(Re™) e —/ d(tV/i)e' )
0 0 0
R ;-2 7'('/4 ; -2 120 R 2 (45)
:/ d¢ e’ +./ df Re® e _ sqrti/ dte .
0 0 0

#-+endexpory El segundo término incluye un factor de la forma R exp(iR?(cos 20+
isin20) = Rexp(iR? cos26) exp(—R?sin 26). Para § € (0,7/4), sin20 > 0
y ese factor tiene magnitud menor a 1 y tiende a cero rapidamente cuando
R — oo. Por lo tanto, en el limite R — oo podemos escribir beginexpory latex

| dce = Vi [Taret - 2L (16)
0 0 2
#+endexpory de donde el resultado se sigue de inmediato.
9. Apéndice. Cbédigos de metapost
Codigo para producir las figuras 1 y 31.
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Im ¢

0 R "Re(

Figura 31: Circuito C para realizar la integral (44) consistente en una recta
de 0 hasta R sobre el eje real, un octavo de circulo de radio R y el retorno
recto al origen.
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g_use_svg = 0; %0 for postscript, 1 for svg
prologues:=3;

u=1cm;
outputtemplate := " j-%c.eps";
if g_use_svg > O:
outputtemplate := "}j-%c.svg";
outputformat := "svg";
fi

color yellow;
yellow=green+red;

beginfig(1)

path pll;

pO=fullcircle xscaled 3u yscaled 1u;

pl=p0 shifted (1Ou*up);

p2=subpath (-4,0) of pO--subpath(0,-4) of pl--cycle;

fill p2 withcolor .5blue+.5white;

fill pl withcolor .7blue+.3white;

p3=unitsquare xscaled 10u yscaled 2u slanted -.5 rotated 90;

for i=-15 upto -10:
fill p3 shifted (i*((.5u,0))rotated -10) withcolor yellow;
draw p3 shifted (i*(.5u,0)rotated -10);

endfor;

drawarrow (((0,0)--(2u,0)) shifted (-10%(.5u,0))) rotated -10
shifted .5[point O of p3, point 2 of p3] withpen pencircle scaled
2pt;

label.top(btex $\vec q$ etex scaled 2, (1.5u,0) shifted (-10%(.5u,0))) rotated -10 s

of p3, point 2 of p3] withpen

pencircle scaled 2pt;

drawarrow (((0,0)--(2u,0)) shifted (10%(.5u,0))) rotated -10 shifted
.5[point 0 of p3, point 2 of p3] withpen pencircle scaled 2pt;

drawarrow (((0,0)--(2u,0)) shifted (10%(.5u,0))) rotated -30 shifted
.5[point 0 of p3, point 2 of p3] withpen pencircle scaled 2pt;

drawarrow (((0,0)--(2u,0)) shifted (10%(.5u,0))) rotated 10 shifted
.5[point 0 of p3, point 2 of p3] withpen pencircle scaled 2pt;

drawarrow ((0,0)--(0,1u)) shifted(0,-2u);

drawarrow ((0,0)--(1u,0)) rotated -10 shifted (0,-2u);

drawarrow ((0,0)--(0,-.75u)) slanted -.5 rotated 90 shifted (0,-2u);

31



label.ulft(btex $z$ etex scaled 2, (0,1u) shifted (0,-2u));
label.lrt(btex $x$ etex scaled 2,(1u,0) rotated -10 shifted (0,-2u));
label.urt(btex $y$ etex scaled 2, (0,-.75u) slanted -.5 rotated 90 shifted (0,-2u));
interim ahangle:=180;
drawdblarrow ((0,0)--(point O of pO))shifted (0,11u);
label.top(btex $R$ etex scaled 2, (point O of pO) scaled .5 shifted (0,11u));
endfig;
beginfig(2)
path p[l;
p0=(0,0)--(5u,0) . .subpath(0,1) of fullcircle scaled 10u--cycle;
drawdblarrow (0,7u)--(0,0)--(7u,0);
label.lrt(btex Re$\,\zeta$ etex scaled 1.5, (7u,0));
label.ulft(btex Im$\,\zeta$ etex scaled 1.5, (0,7u));
label.bot (btex $0$ etex scaled 1.5, (0,0));
label.bot(btex $R$ etex scaled 1.5, point 1 of p0);
drawarrow subpath(0,.5)of pO withpen pencircle scaled 2pt;
drawarrow subpath(.5,2.5)of pO withpen pencircle scaled 2pt;
drawarrow subpath(2.5,3.5)of pO withpen pencircle scaled 2pt;
draw subpath(3.5,4)of pO withpen pencircle scaled 2pt;
endfig;
end.

Este cédigo se puede correr con el comando

mpost notas
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